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Abstract. On Sign-Changes of Certain Arithmetical Functions. III. Denote by 
V(AK, X) the number of sign-changes in [0 ,X] (X>0)  of the remainder-term 
AK(x):= ~vK(x) -- x of the prime-ideal theorem lim ~K(x)/x = 1, where 

x ~ o o  

~K(x):= ENp,<x logN~ stands for the generalized Chebyshev function of an 

algebraic number field K. Under certain conditions some effective estimates of the 
kind 

V(AK, X) >~ cxlogX (X>~ Xx) 

are obtained, where c~ > 0 and Xx >i 2 depend in an explicit way on the parameters 
of the field K and the zeros of the Dedekind zeta function ~K. 

1. Einleitung 

Sei K ein algebraischer Zahtk6rper des Grades n und d der abso- 
lute Betrag seiner Diskriminante. Bezeichne ~/~ die verallgemeinerte 
Tschebyschevsche Funktion 

~oK(x ) : =  ~ logNl0 ( x > 0 )  
N p  ~ ~< x 

und 
A K ( x ) : =  --  x (x  > 0) 

das Restglied im Primidealsatz 

lim ~K(x)/x = 1. 
X--~ O0 

Unter Verwendung der Methode von [9], die eine Versch~irfung 
der Methode von KACZOROWSKI [2] (S. auch [3], [4]) darstellt, behan- 
deln wir in diesem Artikel die Aufgabe, die Funktion V(AK, X), 
welche die Anzahl tier Vorzeichenwechsel von Ax im Intervall 
[0, X] (X > 0) angibt, effektiv von unten abzusch/itzen; vgl. [4], wo 
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dieselbe Aufgabe mit Hilfe der urspr/inglichen Gestalt dieser Me- 
thode behandelt wird. 

Oszillatorische Eigenschaften von AK werden durch die gegensei- 
tige Stellung der nichttrivialen Nullstellen 0 =/3 + i7 (/3, 7 e R) der 
Dedekindschen Zetafunktion ( r  determiniert. Wir bezeiehnen mit 7K 
den Imagin~irteil der niedrigsten niehttrivialen Nullstelle yon (K. 
SIEGEL [8] bewies, dal3 es eine von K unabh/ingige effektive positive 
Konstante C mit 

YK <~ C (1.1) 

gibt. N~UG~BAUER [7] gab den Wert C = 60 an. HOFFSTEIN [1] stellte 
fest, dab fiir alle KSrper mit gen/igend groBem Grad n 

7K ~< 0, 87 

ist. Diese Tatsachen und der allgemeine Satz aus [9, I] implizieren die 
folgende Bemerkung. 

Die Dedekindsche Zetafunktion r habe keine reellen nichttrioialen 
Nullstellen. Damit man die Ungleichung 

V(AK, X) >>. CK1Og X (X ~> Xx), 

wobei CK > 0 und X K >1 2 explizit anzugeben sind, erhalten kann, geniigt 
es, daft man die Lokalisation der nichttrivialen Nullstellen yon r in 
einem Streifen, etwa I t I < 100, kennt. Ist der Grad n des Zahlk6rpers 
K geniigend grofl, so kann man die Zahl 100 oben durch die Zahl 3/2 
ersetzen. 

Um die Hauptergebnisse des Artikels zu formulieren, fiihren wir 
einige Bezeichnungen ein. Mit OK =/3K + iTr wird die nichttriviale 
Nullstelle O =/3 + i 7 von ~K (mit/3 ~> 1/2, 7 = Y~0 bezeichnet, welche 
der Geraden ~ = 1/2 am n~ichsten liegt. Ffir H > 7K werden zun~ichst 
die verschiedenen Realteile aller nichttrivialen Nullstellen aus dem 
Streifen 0 ~< t < H mit 

/3~ = ilK, fit,-.- (endliche Menge) 
I und dann die niedrigsten Nullstellen auf den Geraden a =/3~ mit 

i i �9 I i 0,,=/3~,+ t~,~, bezeichnet; insbesondere ist 50 = OK. Wir fiihren 
sehlieBlich 

i b (H) : = min[/3~ -/3"1, (1.2) 
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t t t g ( H ) : =  minmin  {~ - 7'~: ~ =/~, ,  :v, < y < Z, + 1, ~ < H} (1.3) 

(mit den Vereinbarungen: min2Y :=  + o% 1/+ Go :=  0) ein. 

Satz 1. Die Dedekindsche Zetafunktion r habe keine reellen nicht- 
trivialen Nullstellen. Sei 

H>~ max {20, ] OIct2}. (1.4) 

Dann gibt es yon K unabh?ingige effektive positive Konstanten cl, c2 und 
e3 derart, dafl fiir 

l o g X > ~ m a x { c l H 2 ( l o g l o g H + l o g l o g ( d + 2 ) ) ( 1  + 1 , 

H 3 (nZlog 2 H + log 2 d) (log H + log log (d + 2)) 
c2 b (H) ' 

C3 H 2 (n log )'KH + log d)} (1.5) 

gilt 

Satz 2. Jede nichttriviale Nullstelle 9 = fl + i7 yon ~K, die im Strei- 
fen ltl < H liegt, wobei H >>, max {20, 19K [2} ist, geniige der Bedingung 
fl = 1/2 und es sei aueh ~K(1/2) r 0. Dann gibt es yon K unabhdngige, 
effektive positive Konstanten e 4 und c 5 derart, daft f l i t  

1 , H max, 4  loglog( + (1+ 
die Ungleiehung (1.6) grit. 

Vergleichen wir Satz 1 mit Theorem 1 aus [4], das in der folgenden 
/iquivalenten Form dargestellt werden kann: 

Sei x : = sup ~/c. Fiir einen fixierten algebraischen Zahlk6rper K und 
K 

H > 10 werden 

B ( H ) : =  m i n { l f l -  fl'l:/3 r fl'; 1~[, [~'l ~< n } ,  

G ( H ) : =  m i n { l y -  e'l:  r r ~"; feF, I~/I ~ n }  
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eingefiihrt [vgl. (1.2), (1.3)]. Cxc habe keine reellen nichttrivialen Null- 
stellen. Dann gibt es eine nur yon H abhiingige effektive Konstante 
Co (H) > 0 (H > 10) derart, daflfiir 

logX>~ c0(/-/) ( B - ~  + G2~/_/))log (2 + l~ d) 
7/( / 

die Ungleichung (1.6) gilt. 

Eine genauere Betrachtung des Beweises dieses Ergebnisses zeigt, 
dab Co (H) ~> exp (c H) ist, wobei c > 0 eine von K unabhfingige Kon- 
stante bedeutet. 

Es ist zu erwiihnen, dab der Speziallfall K = Q (Zahlk6rper der 
rationalen Zahlen) in [9, II] genauer betrachtet wurde. (Berichtigung 
eines Versehens in der Formulierung yon Satz 2 aus [9, II]. Die Bedin- 
gung ffir X soll nat/irlich heiBen: X ~> exp (0, 09 max {4400, H/H) . )  

In gewissem Grade ist die Beweismethode von Satz 1 (siehe w 3) 
schon in [2] und [9] enthalten. Daher ware es angebracht, diese Artikel 
zuerst durchzusehen. Da der Beweis yon Satz 2 in/ihnlicher Weise 
durchgeffihrt werden kann, lassen wit ihn weg. 

2. Weitere Bezeichnungen. Einige Abschiitzungen 

F/Jr allgemeine Bezeichnungen siehe [9, I, S. 142]. Beim Berechnen 
der Summen vom Typus ~ werden einer nichttrivialen Nullstelle 

yon ~/~ nicht ein sondern q identische Summanden zugeordnet, wobei 
q die Vielfachheit von e bedeutet. Eine Ausnahme von dieser Regel 
wird in der Formel (3.4) weiter unten enthalten sein. 

Im Winogradovschen Symbol <~ implizierte numerische Konstan- 
ten und weiter c6,..., c10 > 0 werden von K unabhiingig sein - -  
jedenfalls unter der Annahme der Voraussetzungen von Satz 1. 

Wir ben6tigen die klassische Ungleichung 

n ~  l og (d +  1), (2.1) 

die einfache Folgerung aus [5, Lemma 3.2]: 

~K\ 10] ,~ n, (2.2) 

und die folgenden, klassisch beweisbaren Abschfitzungen (vgl. z.B. 
[6], wo die entsprechenden Beweismethoden dargestellt sind): 
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Setzen wir 

~ \  ~ + i t  ~ l o g ( d h " )  (It[ ~<h, h>~2),  (2.3) 

- -  ,~ log (dh") ~ (s) - 1 
1 7 - h [ < l  S 

( s =  ~ + ih, - 1/10 ~< a~< l l / 1 0 , h  >~ 2), 

Z 1 r  log(d(T+ 2)") (T~> 0). 
T~<7~ T+ I 

(2.4) 

(2.5) 

s) a 0 " = l i m  - ( s ) + r  , 
S---~ oO \ 

wobei wie immer  r : = r~ + r2 - 1, r~ die Anzahl  der zu Kkonjugie r ten  
reellen K6rper  und  2 r2 :=  n - r~ ist. 

Aus der Funkt ionalgle ichung ffir ~K folgt 

a0 <~ l ~  + I) + ~ "  

Aus (2.5) und  den geeigneten, klassisch beweisbaren Fakten  fiber den 
sog. (logarithmischen) nullstellenfreien Bereich erh/ilt m a n  wegen der 
Voraussetzung 7K > 0 Yon Satz 1 

a 0 ~ log 2 (d + 1). (2.6) 

3. Beweis von Satz 1 

A u f  dieselbe Weise wie in [9] benutzen wir den Operator  A, dessen 
Wirkung auf  eine Funk t ion  f: (0, ~ )  ~ ~ du tch  

x 

A ( f ) ( x ) ' =  x-k~.f(~)~k-Xd~ (x > O) 
0 

definiert wird, falls f u n d  k e R geeigneten Bedingungen genfigen. Das 
Ergebnis der m-fachen I terat ion des Operators  A (mit fixiertem k) 
wird mit  A m (f) bezeichnet. 

Nehmen  wit  f = ~0 K und  bes t immen den Wert  des Parameters  k: 

k : =  2h, (3.1) 

wobei h e ( H -  1, H) so zu wfihlen ist, dab ffir jede nichttriviale 
Nullstelle ~ =/3 + i 7 von ~K 



330 B. SZYDLO 

ist. Dabei bedeutet  

Es gilt 
2+icx~ 

2 - ioo 

I h - 7 , [ ~  
2(n  + 1) 

(3.2) 

n ' =  ~ 1. 
H-I<~7<~H 

(3.3) 

- (s) s ( s  + k) m+l (x  > O, m e N ) ,  

vgl. den Anfang  des Beweises des Satzes aus [9, I]. Sei 

D : =  {seC: - 1/10-N< a <~ 11/10, I t l ~< h} u {s~C: a >~ 11/10}, 

und  bezeichne 

q~ (s) : = - (s) s (s + k) '~ +l " 

Aus dem Residuensatz folgt 

A m + I ( A K ) ( X ) -  Z Resq~(s) + Res(b(s) + ~ 1  S q~(s)ds. (3.4) 
e~D s=~ s=0 2~i~D 

Mit  {Co = OK, 0~ . . . . .  @ wird eine minimale  Teilmenge der Menge 
aller nichttrivialen Nullstellen o =/~ + i y vom r aus D mit  y > 0 
bezeichnet, die der folgenden Bedingung genfigt: 

1st o e D  und 9' > 0, so gibt  es r e { 0 , . . . ,  1} derart, daft 

fl = ~, und  ~, >~ 9~ gilt. 

Die Vielfachheit von o~ wird mit  q, bezeichnet. Es sei noch  

e,(x) : =  7 ' . l o g x -  Arg(e,) - (m + 1)Arg(e .  + k) 

Am+ l (AIO (x) = 

(x > 0;~ = 0 , . . . , / ) .  

Schreiben wir jetzt (3.4) in die F o r m  

- 2 qo xa~ 
k im+l (cOS~o(X) + ro + R1 + Rz) - 

leol leo + 

2 q, x p, 
-- Z k lm+l(COS~(x)  + r,) 

,=1 le, I l e , +  
um,  wobei 

(3.5) 
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0,] ~ -t-k m+l (~--=0, . , /) ,  
Ir.l~< ~2 ~ ~ -  " 

yo<y<h 

I RlJ ~ ~ [50 + k]m+Ix-a~ Res ~(s) I 
s=0 

m + l  ), < ~  Q~176 r lOgx k ] +]a~ 

IQot [m+l x-~O I Re[ ~< ~--s + k IIcl)(s)dsl 
c~D 

ist (trotz derselben Bezeichnung verwechsle man hier nicht rl und r2 
mit den entsprechenden Parametern des Zahlk6rpers). 

Ferner setzen wit 

X>~2 und X 18/k<~x<~X (3.6) 

voraus und w/ihlen 

m:= [101ogX] + 1. (3.7) 

Betrachten wir zuerst r, 0' = 0,...,/). Ffir ~mit fl = fl,, 9,, < 9, < h 
gilt 

log ~ - ]  ~ ~" + k 2012(~.2 _ y2). 

Man erh/ilt aus (1.3), (2.5) und (3.7) 

y~<y 

log H } ~< ~ exp ~ yKg(H) + 

o~ { logX .) 
+ E E exp ~H~-j~ ,~ 

j = l  fl=p,,y<H 
Y, +j~< y < ?, +j+ 1 

~e(exp { - l o g X  

sofern log X >t H 2 gilt, wobei 

logXl" 
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~e: = log (dH") (3.8) 

gesetzt wird. 

Setzen wir nun voraus, dab 

1 IogX>~c6H21og~(1 + Kg(H))  ~> log2 (3.9) 

wobei c6 > 0 geniigend groB ist. Dann  erh~ilt man 

tr, I ~< 1/6 0' = 0, . . . , / ) .  (3.10) 

Aus (1.4) und (3.1) folgt wegen h e ( H -  1,1-1) 

l ~ 1 7 6 1 7 6 1 8 9 1 7 6  l + 2 f l o k + f k  2 +9'~)~< 

8 0 +  . 

Hieraus und aus (1.1), (2.6), (3.6) und (3.7) erh/ilt man 

R1 ~ ( r l o g X +  log2(d+ 1))" 

�9 ex p { ( lo g X) ( -  (18/k)/~o + 10log] 1 + 00/k])} ~< 

~< ( r l ogX + log2(d + 1)) exp { - (log X)/k}, 

was zusammen mit (3.9) 
I RI[ ~< 1/12 (3.11) 

ergibt. Mit 

L I : =  (seC: ~r = - 1/10, 0 ~< t ~< h}, 

L2:=  {sEC: a = 11/10, t>>. h}, 

L3:= {s~C: - 1/10~< a~< 11/10, t = h} 

folgt 

wobei 
I R21 ~ R21 + R22 + R23, (3.12) 

R=j:=-~fflle~ e o + k l m + l x - a ~  (j = 1,2,3) 
L1 

gesetzt wird. Aus (1.1), (1.4), (2.3), (3.1), (3.6) und (3.8) folgt wegen 
h (n- l,n) 



Uber Vorzeichenwechsel einiger arithmetischer Funktionen. III 333 

R21~ I oo + k k mX_~O- ~/lo i r ] at 
- 1/10+ - ~ ( -  1/i0 + it) [ _ 1/10 + i t j  ~ 

~ {~logH}{ ~-~kmx-~~ {(-k__~/lO)mx-18/(l~ 

Auf Grund der vorigen Uberlegungen und (3.9) wird K 2 ~< 
~< exp { -  (log X)/k} und K 3 ~< 1, und schlieBlich 

R21 ~< 1/12. (3.13) 

Aus (1.1), (1.4), (2.2), (3.1), (3.7) folgt 
k oo 

l l / l O + i h + k  15~ t 
h k 

,~ n[O~ + k lx~l/lO-~o Oo + k m 
l l / 1 0 + i h + k  ~ 

n xH/lO-~o 5o + k m 
11/10 + ih + k 

und aus (1.1), (1.4), (2.4), (2.5), (3.1)--(3.3), (3.6) 

) R23 ~ ( max ~K(~ + ih) �9 
k-1110<~<<-Il110 ~K 

[ 5o + k l x,/lO_ao[ 5o + k m 

[ h (/~----1/-1-0) - 1/10 + ih + k I 

xll/lO-flo 50 + k km. 
logZ(d+ 1) - 1/10 + ih + 

Nach einigen Rechnungen erh/ilt man aus (1.1), (1,4) und (3.1) wegen 
h (H- 1,/-/) 

10 log 50 + k k ~< - c7' 1 1 / 1 0  - fl0 + - 1 / 1 0  + ih + 

wobei c7 eine positive absolute Konstante bedeutet, z.B. c 7 = 1/10. 
Dies, zusamrnen mit (2.1) und (3.7), ergibt 

R22 + R23 "~ log2(d + 1)X -c7. 

Mit (3.7) wird daher 
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R22 4- R23 <~ 1/6. (3.14) 

Nach (3.5) und (3.10)--(3.14) ist also: 

l 
Am+,(Ar)(x)= - 2 ~., q'xP" 

,=0levi [e~ +/e l  m+l(c~ 
+ /,') 

mit 
Ir ' l  <~1/2 ( r -  O,...,l). 

Setze 

u, (~) : = fl, ~ + log q, - log I e, [ - (m + 1) log I e, + k I 

(~e ~; ~, = 0, . . . , / ) .  Sei ~7 > 0 und I: = [(18/k) log )(, log X]. Nun wer- 
den die Intervalle 

L : =  {~I:u, (~)  ~ maxu~(~) + ~) 

eingefiihrt (ira Fall l = 0 wird natiirlich I0:= I gesetzt), vgl. [2, II]. 
Ist log x ~ I,, so gilt 

Am+1 (At) (x) = - 2 exp {u~(log x)} (cos ~,(x) + r', + r',) 

mit 
[r'~l ~ ~ exp {u,(logx) - u , ( l o g x ) } .  

Auf Grund yon (2.5) und (3.8) wird 

I rTI ~ l exp ( - 7) ~ H L~ a exp ( -  ~7). 

Wir setzen voraus 

und 
: = c 8 log (H-S a) 

(3.15) 
c8 > 0 ist geniigend grofl. 

Dann gilt die Beziehung: 

Am+I (At,) (x) = - 2exp {u,(logx)} (cos 0~,(x) + R9 

mit 
LR'L<~3/4 ( l o g x ~ L ; ~ = 0 , . . . , / ) .  

Mit der Bezeichnung [JI fiir die L/inge eines Intervalls J folgt 
daher 

t ' V(A,n+I(ArJ,X)>>.~()'"IL[-2  > KEnI, I -  2(l+ 1). (3.16) 
~=0\ ~ ~ ~=0 
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Die Summe ~l=01LI ist nun groB genug zu machen, vgl. [2, II, 

S. 69f.] oder [4]. 
Es gilt 

l 

,'\ U U 4,,- 
~=0  ff#v 

wobei 

gesetzt wird. Da 

IL,,l< 27 (##~) 

ist, folgt aus (1.2), (2.5), (3.8) und (3.15) 

1 H2 ~.Cf2 log (H~6) 

Wir setzen zusfitzlich voraus 

i/3 2,2 log ( H s  a) 
log X ~> c9 ~> log 2 

und (3.17) 
c 9 > 0 ist geniigend grofl. 

Dann wird 
logX ZIL l-<-- 

, , # ~  ' 2 k  ' 

und daher 

ILl >/ 1 - logX. (3o18) 

Den Voraussetzungen (3.9) und (3.17) ffigen wir noch eine hinzu: 

H2s 
log X ~> c 1 0 - -  ~> log 2, 

YK 
(3.19) 

Clo > 0 ist geniigend grofl. 

[Die Unabhfingigkeit der Konstante c m vom Zahlk6rper K wird hier 
auch dutch (I.1) gesichert.] 

Aus (1.4), (2.5), (3.1), (3.8), (3.16) und (3.18) folgt schlieglich 
wegen h e (H - 1, H) 
23 Monatshefte fiir Mathematik, Bd. 108/4 
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V(A'~+~(AzO'X)~(I-I~-~)U~I~ 1-n)~lO Yrl~ 

Andererse i t s  gibt die A n w e n d u n g  v o n  [9, I, Lemma]  ( =  [2, I, 

L e m m a  1]) 

V(AK, X) ~ V ( A I ( A K ) , X ) ~  . . .  ~ V(Am+I(/IK),X) (X • O). 

D a h e r  gilt (1.6). 

W e n n  die K o n s t a n t e n  c 1 , c2 u n d c  3 in (1.5) genfigend grol3 gewfihlt 

werden ,  so sind die Ung le i chungen  ffir log X in (3.9), (3.17) u n d  (3.19) 

erffillt. [] 
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