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1. Einleitung 

In dem vorliegenden Artikel dieser Reihe wenden wir die allgemeine, in 1-12] 
eingefi2hrte Methode auf die Untersuchuzg der Vorzeichenwechsel einer konkre- 
ten, fiir die Primzahltheorie wichtigen Funktion an. Die erw/ihnte Methode 
entwickelt das Verfahren yon Kaczorowski [7, 8]. Die Hauptneuerung besteht 
generell darin, dab wit statt des Operators 6 von Kaczorowski den allgemeineren 
A benutzen. FOr eine genauere Schilderung der Methode, Bezeichnungen und 
einige allgemeine Ergebnisse s. [-12]. 

Es sei ~p die Tschebyschevsche Funktien. Fiir das Restglied im Primzahlsatz in 
Gestalt 

lim ~(x)/x = 1 

geschrieben, fiihren wir die Bezeichnung A(x)= u  und fiir die Anzahl der 
Vorzeichenwechsel yon Aim Interval1 (0, X] (X > 0) die Bezeichnung V(A, X) ein. 

Das Ziel dieses Artikels ist, die folgenden S/itze zu beweisen. 

Satz 1. Fi~r X_>_1022s~ gilt 

V( A, X) >= 0,013 logX. 

Satz 2. Es sei H >= 501,5. Jede nichttriviale Nullstelle Q = [3 + iy der Riemannschen 
Zetafunktion ~, die im Streifen Itl < 14 liegt, genfige der Bedingung 

fi=1/2. 

Dann gilt ~ r  X >=exp(0,09 max{4400, H}) die Ungleichung 

V(A ,X)>_(1 -  3~yo,  . _ ~-)  ~ ' l o g A ,  

wo 7o=14,13... den lmagindrteil der niedrigsten nichttrivialen NullsteUe 
Qo = flo + i7o yon ~ bezeichnet. 

Aus Satz 2 ziehen wir hier die unmittelbaren Folgerungen. 
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Folgerung 1. Fi~r X > exp(198594) gilt 

V(A, X) >= 0,994 Yo logX. 
7~ 

Beweis. Wir wenden Satz 2 mit H =  501,5 an; vgl. [13, S. 331]. [] 

Folgerung 2. Fi~r X>exp(9.1014) gilt 

V(A, X)__> 0,99999997 ~o logX. 
z~ 

Beweis. Wir wenden Satz 2 mit H =  l0 s an; vgl. [9]. [] 

In dem Satz der Arbeit yon Kaczorowski [7, I] finden wir das Resultat 

vtd, x)>= ~logX (x_-_Xo), (1.1) 
wo X o eine effektive, aber dort nicht berechnete Konstante bedeutet, Abgesehen 
yon der explizit berechneten unteren Schranke X 0 fiir X, ist Satz 1 schw~cher und 
Folgerung 1 besser als (1.1). Im Gegensatz zu (1.1) sind aber diese Ergebnisse ganz 
,,komputerfrei", wfihrend in [7, I] man die Lokalisation der n~chttrivialen 
Nullstellen yon ~ bis zur HShe H = 106 benutzt, was umfangreiche Komputerrech- 
nungen verlangte. 

Ferner bemerken wit, dab die Anwendung des Operators 3, wie es in [7, 81 
gemacht wird, die Lokalisation yon wenigstens einigen tausend nichttrivialen 
Nullstellen yon ff erfordert, am iiberhaupt ein Resultat yore Typus 

V(A  Y ~ > ~ l n c ~ Y  { Y >  Y_~ 
mit effektiven (explizit gegebenen) Konstanten c > 0 und X o >__ 2 geben zu k6nnen. 

Die Beweismethode von Satz 1 ist einerseits das erste Beispiel fiir eine konkrete 
Wirkung der in Artikel I dieser Reihe pr/isentierten Methode. Anderseits benutzt 
man w/ihrend des Beweises bescheidene Information tiber die zwei niedrigsten 
Nullstellen Oo=flo+i?o und e t=f l l+iym yon (. Wir werden uns n//mlich nut 
darauf stfitzen, dab 0o eine einfache Nullstelle und 

flo = 1/2, (1.2) 

14,13 < yo < 14,14, (1.3) 

21 __<7, (1.4) 
ist; vgl. [4], auch [2, 11] ffir die Geschichte der numerischen Bestimmung der 
Nullstellen yon ~. Es ist zuzugeben, dab Satz 1 gerade das leistet, was bereits der 
aUgemeine Satz aus Artikel I i m  Spezialfall antizipiert. 

Da die Riemannsche Vermutung his zu sehr groBen H verifiziert ist (und wird), 
wird Satz 2 zur Grundlage solcher Ergebnisse wie Folgerung 2. 

Hilfss~tze 4, 5 und 6 sind keine vollkommen originalen Resultate, denn in den 
Beweisen benutzen wit bekannte klassische Argumente, die z. B. in [1, ~ 13, 15, 171 
zu finden sind. Die notwendigen Werte der zumeist im Symbol O(-) implizierten 
numerischen Konstanten sind jedoch unsere Produkte. 

AbschlieBend erwfihnen wit, dab bei der Aufgabe, analoge (effekti~e) Resultate 
fiir V(A l, X)  zu geben, wo A l(x) = zffx)-li(x) (x > 0) das Restglied im Primzahlsatz 
in Gestalt lim~(x)/li(x)= 1 bezeichnet, die Methode versagt; vgl. jedoch [7]. 
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Bemerkung zur Bezeichnung. In diesem Artikel bezeichnet O = fl + i7 (fl, y ~ N) eine 
nichttriviale Nullstelle der Riemannschen Zetafunktion (; auBerdem behalten wir 
die Bezeichnungen von [12] bei. 

2.  Hilfssiitze 

Hilfssatz 1. Fiir 1 < a <= 2 gilt 

a) < - -  (2.13 
~ O ' - - 1  

Beweis. F/Jr den Fall 1 < a <  1,5 findet sich ein Beweis yon (2.13 in [3, S. 184f.]. 
Bemerken wir, dab die dort angegebene ~berlegung auch zum Fall 1,5 < a_< 2 
verwendbar ist. [] 
H i l f s s a t z  2 (Poisson, vgl. [10, S. 181f.]). Fiir a > 0  gilt 

F' 1 _ _ 2 ~  ~dr 
~ ( ~ ) = l o g s -  2~ ! ( ~ + ~ - , - ~ )  

H i l f s s a t z  3.  Es gilt 

i =  i rdz <=1. 
e ~cS- 1 

Beweis. Spalte auf 

i = ( i o +  ~ \  zdz 

und wfihle "c o = V~/(2n). 

Hilfssatz 4. Fi;tr h > 1 gilt 

[] 

~ozdz ~ 
<= 

max ( ' ( - l §  < l o g h + 8 .  
O<t<h  

Bewe~s. Die Funktionalgleichung von(,  in der asymmetrJschen Gestalt [1, S. 73] 

s s 7~S ~(1 - s)  = 21 - ~ -  c o s  ~ -  F(s) ~(s) 
geschrieben, gibt 

~( ~ ~s ~_( ~( 
1 --s) = log2n+  ~- tg ~-  - s)-- s). 

Welter setzen wir s =2  + it und benutzen die Dreiecksungleichung: 

~ ( - - l + , t )  = ~ ( - -1 - - i t )  

=<log2n+ -- 2 + ~ t g  2+it)) + 2+it)  (2.2) 
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Um das letzte Glied in der rechten Seite dieser Ungleichung abzusch/itzen, 
verwenden wir Hilfss/itze 2 und 3. Ffir t > 1 erhalten wir 

U(2 + it) 

7/: 
=<logl2 +itl + ~- + - -  

212+itl 
rdz 

+2  ~o IT2 + s2] (e 2 ~ -  1) 

n 1 I 
< l o g t + l o g 5 +  ~ + ~ + ~__<1ogt+3,47, 

for teE0, 13 dagegen 

(2+ < log]/~ + arc tg0,5 +0,25 + <2 .  

Aus (2.1) und (2.2) bekommen wir daher fur h > 1 

' + it) rc max ~ ' ( - 1  < l o g h + 3 , 4 7 + l o g 2 +  1 + ~- 
o < t < h  

__<logh+ 8. [] 
Hilfssatz 5. Fi i r  - 1 <_a<_2 und t>__20 gilt 

s) = < + 2,61ogt. 
17- 1/2 

Beweis. Man hat [1, S. 80ft.] 

logn 1 1 F' ( s  1 
- ~ - -  + s ~ f  + ~ ~-k~ +1 - ~ s - o  

Hieraus folgt 

s) =< - s ) +  2 + i t )  + - 2 + i t )  

< , , -  , ~  1 lT-t l< 1,t2 1" = ,~- ~j:~oo + Z 2 + i t - Q  

+ 3-:, + 
i~,-tl>__ 1/2 2 

2 + 1 _ 1  

Fiir IT-tl> 1/2 gilt 

s l~  2+it-Q1]<3]/~Re2+]t-Q ' 

ffir I~-  t] < 1/2 ist auch 

~ __<3V~R e 1 2 +it-~" 

(2.3) 

(2.4) 
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Aber aus (2.3) folgt 

1 
R e Z  . 

e 2 •  

= < -  ( 2 ) - T + R e 2 + i t _ l  +2KeTk-T-+I , (2.5) 

und daher bekommt man aus (2.4) 

(s) _-< 1 3V~ - - +  + 
17-- 1/2S--~ - i f -  Re-~- 

1 F' 1 it 
+-2 r \ 2  + - 

+ 3 l / ~ R e  1 1 . (2.6) 
+ it 

Mit der Beweismethode von Hilfssatz I [3, S. 184f.] und unter Beriicksichti- 
gung yon [-1, S. 81, (10)] erh/ilt man  leicht 

r 3 1 
-- ~- (2)_-< ~ -- ~(logzc+ C), 

wobei C=0,577215. . .  die Eulersche Konstante  bedeutet. 
U m  die Behauptung des Hilfssatzes zu bekommen,  sch/itzt man jetzt  unter  

Verwendung yon Hilfssfitzen 2 und 3 die rechte Seite yon (2.6) genug scharf ab. [ ]  

Itilfssatz 6. Unter den Voraussetzungen yon Satz 2 bezeichne N*(T) die Anzahl der 
nichttri~ialen Nullstellen yon ~ im Streifen T--1/2 <t  < T + 1/2, wobei 500__< T 
_--<H-1/2 ist. Dann gilt 

N*(T) <= -~ log T. 

Beweis. Wenn fl = 1/2 und [ y -  TI < 1/2 ist, so gilt 

6 1 

Also erh/ilt man 

10 1 
N*(r)< ~ R e ~ 2 + i r _  ~' 

nach (2.5) ist dies 

< - 2 ) -  ~ - -  + Re + ~ Re 2 + < log T. [ ]  
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3. Beweis von Satz 1 

Auf dieselbe Weise wie im Beweis des Satzes aus [12] ffihren wir den Operator A 
ein, dessen Einwirkung auf eine reelle Funktion f :  (0, ~ ) ~  durch 

X 

A(f)(x)=x -kjf(O~ ~- 'd~ (x>0) (3.1) 
0 

definiert wird, falls f u n d  k > 0 geeigneten Bedingungen geniigen. 
Setzen wir 

k = 1000 (3.2) 

und bezeichnen mit A,(f) das Ergebnis der n-fachen Iteration des Operators A. 
Da 

9J/0p) (s) = - ~ (s) sl- 

ist, so folgt 

fiir ~r~>l, n=>l, x > 0 ;  vgl. 
insbesondere (4.2). 

Es seien 

und bezeichne 

A,+10p)(x)= ~1~ioo - (s) (3.3) 

den Anfang des Beweises des Satzes aus 1-12], 

6% = -- 1, cr I = 1,01, h =20,5 

auBerdem 

~1 = Arg0o, 0c2 = Arg(Qo + k). 

Bekanntlich ist [2, S. 66, (1)] 

~ (0)=log2n.  (3.7) 

Da 0o eine einfache Nullstelle yon ( ist, schlieBen wit aus dem Residuensatz 
und (1.2)-(1.4), (3.3)-(3.7), dab 

x ~~ log2r~ 
A,+I(A)(x)= - 2 R e 0 o ( 0 o + k Y + t  k,+l 

+ ~  - (s) s[s+k)" +1 
X1/2 

=-21001 leo+kl,+X {cos(yologx-al--(n+l)o~2)+Rl+R2} (3.8) 

stattfindet, wobei 

log(2r0 0o+ k "+ 1 __< 2 [QolX -1/2 - - [ r  (3.9) 

(3.4} 

(3.5) 

(3.6) 
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und 

4re -- (s) s(s+k),+ 1 (3.10) 

ist. 
Ferner setzen wir voraus 

X>=2 und xo'997<-x<-X. (3.11) 

Wir w/ihlen 

n = [830 logX] + 1. (3.12) 

Im folgenden benutzen wir die fiir [s]-<0,2 geltende Beziehung: 

log ll + s[ = a - �89 (0 -2 --/?2) + 1 (O3 - -  3trt 2) + R (3.13) 
mit 

IRI < 0,3 Isl 4 �9 
Zuerst besch/iftigen wir uns mit R 1. Auf Grund (1.2), (1.3), (3.2) und (3.13) 

erhalten wir 

log l +  k < ~ +  2T(y2-f lo2)+ 1 z (/~o- 3/~o~o) 

0,3 2 2 2 
+ ~ -  (~o + 70) 

< 0,5 100 0,6 <0,0006 (3.14) 
= k - +  k: k - " 

Hieraus und aus (3.11), (3.12) folgt 

folgt 

Mit  (vgl. [12, (4.5)3) 

IRt[< 13,1X - ~176176176 . (3.15) 

L l =  {se f f~ :a=%,O<t<h}  , 

L2= {selE: a=a l ,  t > h}, 

La= { s ~ :  ao < Cr<=~rl, t=h}  

[R2[=<R21 +R22 +R23,  

R2j:-- 10olleo+kl n+l - i f ( s )  s(s+k).+ 1 

wobei 

it) (1 x -  
~, < o__<~hmax - ( - 1 +  +logh)(  k _  1),+ 1. 

3/2 

gesetzt wird. 
Es ist 

(/ '=1,2,3) 

(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 
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Analog wie vorher sch~itzen wir ab: 

k 1 1 1 0,3 1 0,501 1,001 
log 1 -  > lc 2k 2 3k 3 k 4 --> k k 2 > - - ~ - -  

was zusammen mit (3.14) gibt 

l ~  k =<0,002. 

Hieraus, aus Hilfssatz 4, zusammen mit (3.11) und (3.12), folgt 

R21 ~ l l 0 X  -~ " 

Aus Hilfssatz 1 folgt weiter 

{ ~ }{lkdt  ~176 x ~ 

< 100(1 +log(k/h)) x ~ 
k lat+ih+kl"" 

Oberdies ist 

1 k a I 1 2 2 1 3 2 +a, i h > - ~ + ~ ( h  -0.,)+-j-~(0.t-3a~h ) log 

0,3 
k 4 (o21 + h2) 2 

1,01 209 1,219 > + > - -  
= k - - ~ - =  k ' 

was zusammen mit (3.14) gibt 

log Q~ -- - -  trx-~-h+k < 0,619 
-- k ' 

also 
R22 < 1150X- 0,00377. 

Es bleibt noch ~brig, das Integral ~ zu betrachten. Es ist 
L3 

~ < 1 ~, x ~ ~/2 d a  

Ffir a o < a < G  ~ ist 

0. 1 2 2 1 3 
log 1+  > ~ + ~--~y(h -0 .  )+  3--~(0. -3ah 2) 

0,3 
k4 (0 -2 -4- h2) 2 

a 209 
> + k 2 , = k  

, (3.19) 

(3.20) 

(3.21) 
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was zusammen mit (3.14) gibt 

~o +k < 1 / 2 - a  109 
log 

cr+ih+k = k k 2" 

Es ist leicht nachzusehen, dab f/Jr X__> 2 die Ungleichung 

X ~ > exp(n/k) 

gilt. Aul3erdem stellen wir auf Grund yon Hilfssatz 5 und (1.3), (1.4) lest, dab 

max ~'(a+ih) =<2,61ogh 

gilt. Nach diesen Vorbereitungen bekommen wir die Kette von Ungleichungen: 

2,6lQol lQo + kl logh [~') / x ",, ,,- t/2 \ , !  l - | dcy|X-O, 109"0,83 
R23 < ~ ~ \~Jo \exp (n/k)] } 

2,6"2,01l~o]l#o+kllogh (. X _~~ 7 
<- 27th(k- 1) \exp(n/k)J 

< 2X-~176176 (3.22) 

Aus (3.15), (3.17), (3.20)-(3.22) erhalten wir schlieBlich 

JR1 +R21-_ < 13,1 X - ~176176176 + 110X- 0,16667 dr . | 200X- o,ooa77. 

Ffir X >  |0225~ ist also 

IRI + RE1 <0,99. 

Auf gleiche Weise wie im Beweis des Satzes aus [12] schliel3en wit unsere 
Oberlegungen. [] 

4. Beweis yon Satz 2 

Der Beweis wird analog dern vorhergehenden verlaufen. Insbesondere ffihren wit 
wieder den Operator A ein [s. (3.1)], was verlangt, den Weft des Parameters k zu 
bestimmen. Zu diesem Zweck setzen wir 

k = 2h, (4.1) 

wobei h noch folgendermal3en zu w~ihlen ist: 
h liegt im lntervall ( H -  1,5, H-0 ,5 )  und genfigt der Bedingung: 

1 
Ih-71 > 2(N*(H- 1)+ 1) (4.2) 

fiir jede nichttriviale Nullstelle Q =fl + iv von ~. 
Die Bedeutung von N * ( H - 1 )  wurde in Hilfssatz 6 angegeben. Es ist 

k > 1000. (4.3) 
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Ferner findet die zu (3.8) analoge ,,explizite Formel" 

_2Xl/2 
A,,+ I(L1)(x)= IQol J0o + kl" + 1 {c~ logx-~1  - ( n  + 1)~2) 

+ R  l + R  2 + R a }  (4.4) 

statt, wobei wit die Werte o- o = - 1 ,  a 1 = 1,01, die Bezeichnungen (3.5), (3.6) und 
(3.16), den Sinn yon R1, R2 l-s. (3.8)-(3.10)], und auch yon R2i Is. (3.17), (3.18)], mit 
den eben eingefiihrten k und h, beibehalten, und wo 

1 
IR3I_-__ I~ol IQo +kl  "+' ~ Z<~l~l~, tQ + kl.+ ~ (4.5) 

ist. 
Fiir X > 2 setzen wir 

I- 5,76 -1 
n= [ ~ l o g X j  +1 

und beschrfinken den Bereich fiJr x wie folgt: 

X 2,91h < x < X.  (4.6) 

Wegen (4. I) und (4.3) k6nnen wir die im vorhergehenden Beweis angegebenen 
Abschfitzungen und Rechnungen auswerien. 

Aus (3.14) und (4.1) folgt insbesondere 

log 1+ -< + ~ -  h t-~-<0,0006.  (4.7) 

Somit ist 

log(2rc) 
IRll =< 2 1Ool exp (0,0012) 

oxp<, , .  , , ,  

< 13,1X - ~176 1,$/(h~), 

Aus (3.19) und (4.7) folgt 

log Q~ 0,75 25,2 <0,002, 
iTsT =<-F- + ~ - =  

also 

1Ool (log h + 8) (log h + 1) exp(0,004) 
R21 = < 2~t 

oxp 

< 2,3(log h + 8) 2 X-o.o3~'h. 

(4.8) 

(4.9) 
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Im folgenden ben6tigen wir die fiir M _<_0,002 und It[ <0,5 geltende Unglei- 
chung 

log[1 + sl _-> a--  �89 (0 .2 --  t 2) -J- 1 (O.3 _ 30.t 2) __ 0,3 Isl 4 . (4.10) 

Unter Verwendung dieser Beziehung bekommt man 

1 t71+~ ih al  1 2 2 1 
log + k ---->~-+2~( h - 0 . 1 ) + ~  ( a 3 - 3 a l  h2) 

0,3 2 ~-~ (ax + hZ) z 

0,7575 
> k +0,1062. 

Hieraus und aus (4.7) folgt 

l ~ q ' - k _  < - -  log  a k = 

weil k > 100/0,2525 ist. Somit ist 

lOOlooi leo +kill + log2) exp ;logX (0,51 R22 < 2rck t t 

0,2525 100 
k + ~ -  -0,1062 < -0,1062, 

__< 390X- 0,0006 

Ffir ~r o _-< a =< a l  ist 

log 1 
0. 

+ ->- 2h 

was zusammen mit (4.7) gibt 

O o + k  < 1 /2 -0 .  
log 

0.+ih+k = 2h 

Aus (4.2), Hilfssatz 5 und 6 folgt 

Ffir 

0,12625 
+ 0,1062, 

h 

- -  + ~ -0,1062. 

~( 0. + ih) < 2,3 log 2 H. 

X > exp(25) 

X 2'9/h ~ exp(n/(2h)). 
gilt 

m a x  
,ro_<a<o'~ 

Nach diesen Vorbereitungen, (4.12) vorausgesetzt, erhalten wir 

R 2 3 ~  2,3 log2HlOo[ [0o+k[ " ' /  x \ , , -1/z  
2.h(k-1) Jot, exp( (2h)i) d0. 
logX/0,2 2 ~ 5,76 ) �9 exp ~ - -  0,106 ) ~  

=<x-O,OOO6. 

0,1062; 5 ,76~  
1+99/h ] J  

(4.11) 

(4.12) 

(4.13) 
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Betrachten wir endlich R3, s. (4.5). Zu diesem Zweck ben6tigen wir die folgende, 
fiir yl =< Y < h gleichm/iBige Absch/itzung: 

log _-__ ~-~(~o-  v )+ (~2 _~,o ~) 

+ ~ 3  ((1/4 + T2)2 + (1/4 + ~o2) a) 

0,394. 2 = ~ t 7  +1/4), 

die man aus (1.3), (1.4), (3.13) und (4.10) herleiten kann. Man hat auch [2, S. 159f.] 

2 Y~ //2 <0,0182. 
~=>~1 +72 

Also ist 

l ~ : 1 IR3[<[00/011 E exp~ o~_2 (~ +1/4) 
~q<7<h 

810olh 2 3 
< 0,3941e,[n 2 r ~  f l-~y2 

8(1 +99/h)0,01821e01 h 2 0,06h z < - -  (4.14) 
--< 0 , 3 9 4 : ~  logX = logX 

Aus (3.17), (4.8), (4.9), (4.11), (4.13) und (4.14)folgt schlieBlich 

[RI + R 2 + R3I < 13,1 X -  o.o t/h+ 1.si~h~) + 2,3(1og h + 8)2X- o.o3jh 

+ 400X-  o.ooo6 + 0,06 h 2 (4.15) 
logX 

Setzen wit voraus 

logX > 0,09 max {4400, H) H.  

Dann ist die Bedingung (4.12) erffillt, und aus (4.15) erhfilt man 

IR1 +R2 +R31 <0,97. 

Dies hat zur Folge Is. (4.4) und (4.6)] 

V(A,,+l(d),X)>=(1--2'~9h)~logX-2>=(1-3)~logX. 

Auf gleiche Weise wie im Beweis des Satzes aus [12] schlieBen wir unsere 
t0berlegungen. [] 

Dan~csagungen. Artikel I und II dieser Reihe bilden eine verbesserte Version eines Teils naeiner 
Doktorarbeit. Herrn Professor Wlodzimierz Sta~ danke ich herzlich fiir wissenschaftliche 
Leitung. Mein Dank gilt auch Jerzy Kaczorowski fi.ir eine Reihe von wertvollen Bemerkungen. 
Dem anonymen Referenten, der zahlreiche Verbesserungen vorgeschlagen hat, bin ich besonders 
verpflichtet. 
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