Mathematische
Math. Ann. 283, 151-163 (1989) Amnalen

© Springer-Verlag 1989

Uber Vorzeichenwechsel
einiger arithmetischer Funktionen. 11

Bogdan Szydlo

Mathematisches Institut der Adam-Mickiewicz-Universitit, ul. Matejki 48/49,
PL-60-769 Poznan, Poland

1. Einleitung

In dem vorliegenden Artikel dieser Reihe wenden wir die allgemeine, in [12]
cingefithrte Methode auf die Untersuchung der Vorzeichenwechsel einer konkre-
ten, fiir die Primzahltheorie wichtigen Funktion an. Die erwihnte Methode
entwickelt das Verfahren von Kaczorowski [7, 8]. Die Hauptneuerung besteht
generell darin, daf3 wir statt des Operators é von Kaczorowski den allgemeineren
A benutzen. Fiir eine genauere Schilderung der Methode, Bezeichnungen und
einige allgemeine Ergebnisse s. [12].

Es sei y die Tschebyschevsche Funktion. Fiir das Restglied im Primzahlsatz in

Gestalt )
}LIED wix)yx=1

geschrieben, fiihren wir die Bezeichnung A(x)=1y(x)—x und fiir die Anzahl der
Vorzeichenwechsel von 4 im Intervall (0, X] (X > 0) die Bezeichnung V(4, X) ¢in.
Das Ziel dieses Artikels ist, die folgenden Satze zu beweisen.

Satz 1. Fir X 210720 gily
V(4,X)z0,01310gX .

Satz 2. Es sei H=501,5. Jede nichttriviale Nullstelle o= f + iy der Riemannschen
Zetafunktion {, die im Streifen |t| < H liegt, geniige der Bedingung

B=1/2.
Dann gilt fir X Zexp(0,09 max {4400, H}) die Ungleichung

3\ 7
> —_ =
Vid,X)= (1 H> - logX,

wo y,=14,13... den Imagindrteil der niedrigsten nichttrivialen Nullstelle
Qo= B0 +iyo von { bezeichnet.

Aus Satz 2 ziehen wir hier die unmittelbaren Folgerungen.
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Folgerung 1. Fiir X >exp(198594) gilt
V(A,X);O,994%]ogX.
Beweis. Wir wenden Satz 2 mit H=1501,5 an; vgl. [13, S.331]. O
Folgerung 2. Fiir X >exp(9 - 10'%) gilt
V(A,X)gO,99999997%°1ogX.

Beweis. Wir wenden Satz 2 mit H=10% an; vgl. [9]. [
In dem Satz der Arbeit von Kaczorowski [7,I] finden wir das Resultat
V4, X)z ZlogX  (X2Xo), (1)

wo X, eine effektive, aber dort nicht berechnete Konstante bedeutet. Abgesehen
von der explizit berechneten unteren Schranke X, fiir X, ist Satz 1 schwéicher und
Folgerung 1 besser als (1.1). Im Gegensatz zu (1.1) sind aber diese Ergebnisse ganz
.komputerfrei“, wihrend in [7,I] man die Lokalisation der nichttrivialen
Nullstellen von { bis zur Hohe H = 10° benutzt, was umfangreiche Komputerrech-
nungen verlangte.

Ferner bemerken wir, dall die Anwendung des Operators d, wie es in [7, 8]
gemacht wird, die Lokalisation von wenigstens einigen tausend nichttrivialen
Nullstellen von { erfordert, um iiberhaupt ein Resultat vom Typus

ViA X\>rlno X (Y
mit effektiven (explizit gegebenen) Konstanten ¢ > 0 und Xo22 geben zu konnen.

Die Beweismethode von Satz 1 ist einerseits das erste Beispiel fiir eine konkrete
Wirkung der in Artikel I dieser Reihe prisentierten Methode. Anderseits benutzt
man wahrend des Beweises bescheidene Information liber die zwei niedrigsten
Nullstellen g,=B,+iy, und g, =pf,+iy; von {. Wir werden uns ndmlich nur
darauf stiitzen, daB ¢, eine einfache Nulistelle und

Bo=1/2, (1.2)
14,135y,514,14, (1.3)
21=y, (1.4)

ist; vgl. [4], auch [2, 11] fiir die Geschichte der numerischen Bestimmung der
Nullstellen von {. Es ist zuzugeben, daBl Satz 1 gerade das leistet, was bereits der
allgemeine Satz aus Artikel I im Spezialfall antizipiert.

Da die Riemannsche Vermutung bis zu sehr groflen H verifiziert ist (und wird),
wird Satz 2 zur Grundlage solcher Ergebnisse wie Folgerung 2.

Hilfssétze 4, 5 und 6 sind keine vollkommen originalen Resultate, denn in den
Beweisen benutzen wir bekannte klassische Argumente, diez. B.in[1,§§ 13, 15,17]
zu finden sind. Die notwendigen Werte der zumeist im Symbol O(-) implizierten
numerischen Konstanten sind jedoch unsere Produkte.

AbschlieBend erwahnen wir, daB bei der Aufgabe, analoge (effektive) Resultate
fitr V(4,, X) zu geben, wo 4 ,(x)=7(x) —1i(x) (x > 0) das Restglied im Primzahlsatz
in Gestalt ,}112 n(x)/li(x) =1 bezeichnet, die Methode versagt; vgl. jedoch [7].
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Bemerkung zur Bezeichnung. In diesem Artikel bezeichnet 9 = +iy (B,y € R) eine
nichttriviale Nullstelle der Riemannschen Zetafunktion {; aulerdem behalten wir
die Bezeichnungen von [12] bei.

2. Hilfssitze

Hilfssatz 1. Fiir 1< <2 gilt
—_ <
FOs
Beweis. Fir den Fall 1 <o £1,5 findet sich ein Beweis von (2.1) in {3, S. 184£.].
Bemerken wir, daB3 die dort angegebene Uberlegung auch zum Fall 1,550 <2
verwendbar ist. []

Hilfssatz 2 (Poisson, vgl. [10, S. 181f.]). Fiir 6 >0 gilt

r 1 @ tdt
~(s)=logs— - —2 ] 5t
pO=loes— 5 =2 e o

@.1)

Hilfssatz 3. Es gilt

Beweis. Spalte auf
I—<m “’) tdt wrdr  ©3ltde

<

1=~f
A, 1
=2\ 2nz,

o 2t 5 (2n1)?
und wahle 7,= ]/3/(21:). O
Hilfssatz 4. Fiir h=1 gilt

max <logh+8.

0stsh

%(—H—ih)

Beweis. Die Funktionalgleichung von {, in der asymmetrischen Gestalt [1, S. 73]

¢ —s)zzl-Sn—s«:osgfr(s) Q)
geschrieben, gibt

’

n ons I 4

Htes — T(S)— Z(S)'
Weiter setzen wir s=2+it und benutzen die Dreiecksungleichung:
¢ . 4 :
=—(—1+ir Z(—1—it
7 ( ) 7 ( )

<log2n+ {— %(2)} 4 g

%(l—s)=log2n+

+ l£(2+n)

- . 2.2)

tg (g @ +it))
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Um das letzte Glied in der rechten Seite dieser Ungleichung abzuschitzen,
verwenden wir Hilfssdtze 2 und 3. Fir ¢t 21 erhalten wir

F’
’—(2 +if)

42 f tdt
2I2+ it| o |t2+52 (e —1)

‘[ 2t

<log|2 +it| + +

<10gt+log5+ +— <10gt+347
fiir te[0,1] dagegen

r . 21
@ +it) <log)/5+arctg0,5+0,25+ 3 <2.

Aus (2.1) und (2.2) bekommen wir daher fir h=1

max (—:~(—1+it) §10gh+3,47+1c>g2+1+E
osezh({ 2
<logh+8. O
Hilfssatz 5. Fir —1<0<2 und t=20 gilt
¢ ‘
=) = ——| +2,6logt.
C() T p-fz125—0 5
Beweis. Man hat [1, S. 80ff.]
¢ logn 1 1I' (s 1
=B - o2 Yy 2.3
& > tsortar Tt i, @3)
Hieraus folgt
4 b ' PR ‘ r .
— =@ = |-+ - 2+it ——Q+it
, C() s C() C( )|+ C( )
1
S R _
- Iv—tlz<1’22+it—0’

ly—t[<1/28—@

1 1 ‘
y-A212|s—0 2+it—g

rfs )T (240
*talT\2 T\ 2

1 1 1
3R ,
s—g C2+4it— Q' 31[ e 2+it—g

fiir |y —t| <1/2 ist auch

1 1
s—1 2+it—-1

6’
+ { - —C—(Z)}. (24

Fiir [y—t]=1/2 gilt

R
l2+lt— l l[ e2+t—
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Aber aus (2.3) folgt

1
Re§2+it—g
r log= 1 1 I (2+it
<{2 — _Re—[|Z**
2{ C(Z)} > +R62+it-1+2ReF > +1], (2.5)
und daher bekommt man aus (2.4)
CI

RN 31/ T <2+n>

ly—t[<1/28—0 2

+(3lﬁ+1){— %(2)} - %logn

+1r' +1 FI 24 1) 4
2|r\2 2

1
+3]/§Re1+lt

Mit der Beweismethode von Hilfssatz 1 [3, S. 184f.] und unter Beriicksichti-
gung von [1, S. 81, (10)] erhilt man leicht
{ 31
— < _— -
(D55~ 5logn+0),
wobei C=0,577215... die Eulersche Konstante bedeutet.
Um die Behauptung des Hilfssatzes zu bekommen, schitzt man jetzt unter
Verwendung von Hilfssitzen 2 und 3 die rechte Seite von (2.6) genug scharf ab. [J

(2.6)

Hilfssatz 6. Unter den Voraussetzungen von Satz 2 bezeichne N*(T) die Anzahl der
nichttrivialen Nullstellen von { im Streifen T—1/2<t<T+1/2, wobei S00LT
<H-—1/2 ist. Dann gilt

N*¥T)< 2logT.

Beweis. Wenn f=1/2 und |y—T|<1/2 ist, so gilt

6 1
~ <Re— .
10 =Re3 51—,

Also erhalt man
10

N*(T)< RCZm

nach (2.5) ist dies
10 ' logn 1 1_ I iT 5
—_ = - — ) £ =logT.
£ 6{ 29— +Re 1+T+2R F(2+ 2)}_6og O
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3. Beweis von Satz 1

Auf dieselbe Weise wie im Beweis des Satzes aus [12] fithren wir den Operator A
ein, dessen Einwirkung auf eine reelle Funktion f:(0, o0)— R durch

A(f)(X)=X"‘{S)f(€)€""d€ (x>0) (31)
definiert wird, falls f und k20 geeigneten Bedingungen geniigen.
Setzen wir
k=1000 (3.2)

und bezeichnen mit A,(f) das Ergebnis der n-fachen Iteration des Operators A.
Da

W) 5)= — )
ist, so folgt
] o1t r x*ds
Ay (W) (x)= i, Im{—f(s)}s(s—ﬂyﬁ (3.3)

fir ¢;>1, n=1, x>0; vgl. den Anfang des Beweises des Satzes aus [12],
insbesondere (4.2).

Es seien
oo=—1,6,=1,01, h=20,5 (3.4)
und bezeichne
={seC:0,S050,,lt|Shju{seC:o20,}, (3.5
auBerdem
oy = Arggo, o, =Arg(go+k). (3.6)
Bekanntlich ist [2, S. 66, (1)]
Q(O) =log2m. 3.7

Da g, eine einfache Nullstelle von { ist, schlieBen wir aus dem Residuensatz
und (1.2)-(1.4), (3.3)-(3.7), daB
x¢o _ log2n
Qo(@o+k)n+1 kn+1

1 { x*ds
* é??ia{){‘ Z(S)}s(s+k)"+1
x1/2

= *Zm{cos(% logx—a, —(n+1)e)+ R, +R,} (3.8)

stattfindet, wobei

4,41(4)(x)=—2Re

log(21z) 10 |@o k[T
R, <28 12(@oTK

(3.9)
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leol leo + k|’hL !

<
IR, < e

!
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ist.

Cr s 1/2 dS
{ 7 ’} P
Fcrner setzen Wir voraus

X=2 und X%%97<x<£X.
Wir wihlen
n=[830log X]+1.

Im folgenden benutzen wir die fiir {s] £0,2 geltende Beziehung:

log|1+s|=0—%(c?—t3)+ (0% ~30t?)+R
mit
IR| £0,3]s]*.
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(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

Zuerst beschéftigen wir uns mit R,. Auf Grund (1.2), (1.3), (3.2) und (3.13)

erhalten wir

B 1
<Poy 0B 55 (B3

1
e =%

log k

+ ﬁ(ﬂ%wé)z
= E + @ — %
= k kz — k
Hieraus und aus (3.11), (3.12) folgt
[R,|<13,1 X ~0:0005

=0,0006.

Mit (vel. [12, (4.5)])
Li={seC:a=0,,0=t=<h},
L,={seC:io=0a,,t2h},
Ly={seC:0o<06=<0,,t=h}
folgt
[R2{= Rz +R;5+Ry3,

¢ x$T V2 gg
J,-{‘Z(s)}s(s+k)"+l

wobei

1 .
RZJ::EE|QO| lgo+kI"*1 (i=1,2,3)

gesetzt wird.
Es ist
~3/2

X
(1+logh) o=

j1= —%( 1+it)

= max
Ly O<Stsh

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)
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Analog wie vorher schitzen wir ab:
1

log|1
was zusammen mit (3.14) gibt

log!|=———+ =0,002.

Qot+k 1601
k—1 Tk

Hieraus, aus Hilfssatz 4, zusammen mit (3.11) und (3.12), folgt
R, 110X ~ 016667 (3.20)
Aus Hilfssatz 1 folgt weiter
¢ }<1kdt wdt) x031
=<—-=01,01 ——
—{ R AV PR Iy T

< 100(1 +log(k/k)  x%3*
= k lo,+ih+kI*

§

Lo

Uberdies ist

1+lh
k

1
o)+ W(a% —30,h%)

log'I + k 2k2 — (2~

Iy
S 1,01 + 209 209 1,219
=k k2 = k
was zusammen mit (3.14) gibt

fiA

o go+k. 0,619
o, +ih+k kK’

also
R,, S1150X ~0:00377 (3.21)

Es bleibt noch iibrig, das Integral | zu betrachten. Es ist
Ls

{ o1 x7 112 dg
<
S| =, max (”’h)' WE—1) o Rk
Firo,s0=50, ist
o+ih 1 ., 1, 5
loglt+ X |=k +2k2(h 69)+ 3k3(a 3oh”)

%43_ (0.2 + h2)2

209

g
> —_—
=k+k2’
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was zusammen mit (3.14) gibt

log

0otk <1/2—a_1_02
c+ih+k|T k k2

Es ist leicht nachzusehen, daB fiir X =2 die Ungleichung
X0,997 g exp(n/k)
gilt. AuBerdem stellen wir auf Grund von Hilfssatz 5 und (1.3), (1.4) fest, da

max
goSoSay

%(a+ ih)

<26logh

gilt. Nach diesen Vorbereitungen bekommen wir die Kette von Ungleichungen:

R,,< 2,6g0llgo +k|logh ("f( X )a—l/Z da>X—o,1o9-0,83

2nh{k—1) oo \EXp(n/k)
< 2,6:2,01|golleo + k| logh ( X )0’51 § ~0.09047
= 2nhtk—1) exp(n/k)
L2X 7000377, (3.22)

Aus (3.15), (3.17), (3.200~(3.22) erhalten wir schlieBlich
IR, +R,|<13,1 X 00005 110X ~ 016667 4 {200 X ~0:00377

Fiir X =10%259 jst also
IR; +R,|£099.
Auf gleiche Weise wie im Beweis des Satzes aus [12] schlieBen wir unsere
Uberlegungen. [J
4. Beweis von Satz 2

Der Beweis wird analog dem vorhergehenden verlaufen. Insbesondere fiihren wir
wieder den Operator A ein [s. (3.1)], was verlangt, den Wert des Parameters k zu
bestimmen. Zu diesem Zweck setzen wir

k=2h, 4.1)
wobei 4 noch folgendermaBen zu wihlen ist:
h liegt im Intervall (H— 1,5, H—0,5) und geniigt der Bedingung:

lh—ylz (4.2)

1
2AN¥H-1)+1)

fiir jede nichttriviale Nullstelle o= 8+iy von (.
Die Bedeutung von N*(H—1) wurde in Hilfssatz 6 angegeben. Es ist

k=1000. 4.3)
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Ferner findet die zu (3.8) analoge ,,explizite Formel“

2 1/2
W{COS(% logx—oa, —(n+1)a,)
(4}

+R;+R,+R;} 4.4
statt, wobei wir die Werte oy= — 1, o, =1,01, die Bezeichnungen (3.5), (3.6) und

(3.16), den Sinn von R,, R, [s.(3.8)~(3.10)], und auch von R; [s. (3.17), (3.18)], mit
den eben eingefiihrten k und A, beibehalten, und wo

1

n+ I(A)( )

(R3] ={eol IQ°+kln+171;<hW (4.5)
ist.
Fiir X 22 setzen wir
"= [145—;96/h10 X] :
und beschrinken den Bereich fur x wie folgt:
Xh<x<X. (4.6)

Wegen (4.1) und (4.3) kdnnen wir die im vorhergehenden Beweis angegebenen
Abschitzungen und Rechnungen auswerten.
Aus (3.14) und (4.1) folgt insbesondere

2o 05 100 0,25 25
log |1+ 82 <=2+ —5 = 2= 4 22 £0,0006. @.7)
Somit ist
log(2n
IRyl 227, exp(0.0012)

oo J(145 (025 25\ 576 )
PN K TR )1v99m) %8
<13,1 X ~00UR+ L5/ (438)
Aus (3.19) und (4.7) folgt

log

gotk| (075 252
k—1|= h h
also

lool (logh + 8) (logh + 1) exp(0,004)
2n

ex ;(4§g9+(0,75+25,2 576 N 1oex
p h h T n J1v99m) 8

<2,3(logh+8)2 X 003 4.9)

R =
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Im folgenden benétigen wir die fiir |¢|£0,002 und |t}<0,5 geltende Unglei-
chung
logll +s|=0—3(62—1t2)+ (e — 301 —0,3|s]*. (4.10)

Unter Verwendung dieser Beziehung bekommt man

o,+ih g 1 1
log |1+ Lk-— > f + W(hz—af)+ W(a?—%lhz)
0,3
— 7(7(0%+h2)2
> 0’7575 0,1062

0otk <;0,:2525 100 <
al+ih+k'= Tt 0,1062< —0,1062,

weil k=100/0,2525 ist. Somit ist

100 +k|(1+1log2 0,1062-5,76
R, < lQOHQOznkl( 22 o {1 o X(O’Sl‘_ﬁ“@ﬁ,’“»
<390 X ~0:0006 (4.11)

Fir 6y<0=<0, ist

o+ih| o 012625
kK |S2n  h

log(1+ +0,1062,

was zusammen mit (4.7) gibt

gotk | _12-0 02
oritk| = ot o062

Aus (4.2), Hilfssatz 5 und 6 folgt

log

wax, [So+in)| 2310 H.
Fiir
X zexn(5) (4.12)
gilt
X299 > exp(n/(2h)).

Nach diesen Vorbereitungen, (4.12) vorausgesetzt, erhalten wir

23l0g*Hlgolleo+kl ot x i
2rh(k—1) o0 \CXp(n/(2h))

0,2 5,76
-exp {10gX<T —0,1062) i +99/h}

< X 00006 (4.13)

Rys
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Betrachten wir endlich R, s. (4.5). Zu diesem Zweck bendtigen wir die folgende,
fiir y, <y <h gleichmaBige Abschitzung:

o 1+go/k
1+0/k

1 1
éiﬁ(%—vzH W(vz—vé)

+ 92 a9+ /842

0,394
< 2 2
S - S 0P +1/4),
die man aus (1.3), (1.4), (3.13) und (4.10) herleiten kann. Man hat auch [2, S. 159f.]
g
2 <0,0182.
v%zn p? +'V2 -
Also ist
—0,394n
[Rs|<leo/eil ). exp —‘7—()’2 + 1/4)}
y127<h 8h
8lool B

= 0,39g,|n 1'1<vﬂ2+ 2
< 8(1 +99/h)0,0182|0,| K? 006h2

4.14
= 0,394-5,76|0,] logX logX - (“14)
Aus (3.17), (4.8), (4.9), (4.11), (4.13) und (4.14) folgt schlieBlich
IRy + R, +R5| 13,1 X ~00UM+ L5102 4 3 3(logh + 8)2 X ~ 003/
2
+400X ~0-0006 - (ii:)h( (4.15)

Setzen wir voraus
logX 20,09 max {4400, H} H .
Dann ist die Bedingung (4.12) erfiilit, und aus (4.15) erhélt man
[R{+R,+R;3/=<097.
Dies hat zur Folge [s. (4.4) und (4.6)]

2,9 yo 3 '})0
> — L
V(4,4 1(4),X)= <1 p ) . logX—-22 (1 H) - logX .

Auf gleiche Weise wie im Beweis des Satzes aus [12] schlieBen wir unsere
Uberlegungen. [
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