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1. Einleitung 

Vide interessante, mit der Oszillation des Restgliedes A l(x)=~(x)-l i (x)  im 
Primzahlsatz 

lira ~c(x)/li(x)= 1 

verkniipfte Untersuchungen haben ihren Ursprung in der bahnbrechenden Arbcit 
yon Riemann ,,Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Gr613e" 
[6, S. 145-153]. Durch einige Riemannsche Bemerkungen angeregt, vermutete 
man beispielsweise, dab 

~(x) < li(x) 

stets ist. Im Jahr 1914 zeigte aber Littlewood [5], dab A 1 sogar unendlich viele 
Vorzeichenwechsel hat, und daher erwies sich die oben erw/ihnte Vermutung als 
falsch. Die Aufgabe, solch einen Vorzeichenwechsel anzugeben, ist leider bisher 
ungel6st, vgl. [-4]. 

Die Untersuchung der Gr613enordnung der Funktion VI(X), die die Anzahl der 
Vorzeichenwechsel yon A1 im Intervall (0, X] (X>0) angibt, ist ein ftir die 
analytische Zahlentheorie wesentliches Problem. Da man einen Abril3 der 
Geschichte der betreffenden Forschungen z.B. in [2, 3] finden kann, beschr/inken 
wir uns bier darauf, die folgende kurze ,,Zeittafel" der Mathematiker, die bisher die 
bedeutendsten Ergebnisse erhalten haben, auszuschreiben: 

Riemann, Littlewood, P61ya, Ingham, Turfin, Knapowski, Pintz, 
Kaczorowski. 
Das beste Resultat, hier in etwas schw/icherer Form geschrieben, geh6rt 
Kaczorowski [2]: 

r . v (x) lxmml ~ >u.  (1.1) 

Zur Grundlage seiner Methode macht er die Anwendung des Operators 6, 
dessen Einwirkung auf eine Funktion f :  (0, ~ ) ~  durch 

x ( d~ 
6(f)(x)= ! f (  ) T  (x>0) (1.2) 
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definiert wird, falls das Integral in der reehten Seite von (1.2) existiert. Genfigt nun 
eine Funktion f gewissen Bedingungen und bezeichnet F ihre Mellinsche 
Transformation (s. w so gilt 

6(f)(x)= ~ I F(s) ds (x>0).  (1.31 
r t - i c:r) 

Bezeichnet ferner V( f  X) die Anzahl der Vorzeichenwechsel yon f im Intervall 
(0, X] (X > 0), so gibt die Anwendung des Lemmas (w 

V(f, X) > V(b(f), X) (X > 0). 
Statt sieh direkt mit f zu beseh/iftigen, kann man also die gebildete Funktion 6(f) 
betrachten, deren oszillatoriseher Charakter, dureh die gegenseitige Stellung der 
Pole der Transformation F determiniert, leiehter untersucht wird, denn im 
Integral in der rechten Seite von (1.3) kommt der zus/itzliche, die Konvergenz 
verst/irkende Faktor 1Is vor. Die geeignete Iteration des Operators 6 ist auch eine 
wesentliche Etappe der Methode von Kaczorowski, die hier nur skizziert wird; vgl. 
[2, 33. 

In vielen ffir die Theorie der Primzahlverteilung wichtigen konkreten F~illen 
ffihrt die Anwendung des oben geschilderten Verfahrens zu Ergebnissen vom 
Typus 

v(j';, x)  => c logX (x__> xo), (1.4) 

wo c > 0 und X o > 2 effekfive Konstanten sind (im Gegensatz zu denjenigen, von 
denen man nur die Existenz aussagt). 

Der erste Artikel dieser Reihe pr~isentiert eine Modifikation der Methode von 
Kaczorowski. Wir wenden n/imlich statt des Operators 6 einen allgemeineren A 
a n :  

A(f ) (x)=x -a-k i f(~)~a+k-'d~ (x>0) ,  (1.5) 
0 

wo d und k Parameter sind, vgl. (1.2). 
Die geeignete Einffihrung dieser Parameter ist n/imlich die Hauptneuerung 

(aber auch die Hauptschwierigkeit), die im Vergleich zu der originalen Ausgangs- 
gestalt der Methode zur u (in Hinsicht auf c > 0) effektiver Resultate 
vom Typus (1.4) ffihrt. Grob gesagt, gesehieht das, weil unsere Modifikation 
gegebene Information fiber die Mellinsche Transformation F yon f in wirksa- 
meter Weise benutzt. 

Das Hauptresultat des Artikels lautet (s. w ffir die Bezeichnungen): 

Satz. Es sei f :  (0, oo)~P,~ eine stiickweise stetige, in keinem lntervaI1 (a, b)C (0, oo) 
konstante Funktion. Ferner sei F = 9J~(f) ihre Mellinsche Transformation, wobei es 
ein e > 0 derart gibt, daft 

O9 

F(s)= f f ( x )x -~ - ldx  
0 

ffir t r>a~-e  absolut konvergiert. F sei eine in D\{Q~, O~ ..... 0,, 0,} holomorphe 
Funktion, wo 

D= {seC :~o <a<a,, l t l  <h}u{se~;: ~r>al}: 

Q~=fl~+iy~,ao <fl~<al,0<7~<h(v= l ..... r); 

o,4:ov,(v+v') 
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ist. F habe im Punkt  @~ einen Po lder  Ordnung m, > 1 mit dem Hauptteil  

- 1  

E av, l ( s -ev)  t ( v = l  . . . .  ,r).  
l = - - m y  

Es sei 
IF(s)l < M < + ~ (s e ,~D). 

Es gebe endlich wenigstens einen Pol @vo = @( = fl + i7) (vo e {1,..., r}) derart, daft die 
Bedingung 

~ --o-o 72 +(o-1 - fl) (o-x --o-o) (1.6) 
h2> fl-o-o 

erfi~llt ist. Dann gibt es eine yon ~o, o-1, h, fit . . . .  ,fir, 3't, ...,Tr effektiv abhdngige 
Konstante c > 0  und eine yon o-o, o-t, h, fll . . . . .  7r, M, al , -1 ..... a l . -  . . . . . . .  at.-1,-.-, 
% _,~ effektiv abh?ingige Konstante Xo > 2 derart, daft 

V(f,  X)  > c logX 

f~r X > Xo  ist. 

Man kann den Satz verallgemeinern, indem man die Existenz reeller Pole der 
Funktion F = 9~(f) zul/il3t. Hier verzichten wir aber darauf, einen geeigneten Satz 
zu formulieren. 

Es ist auch bemerkenswert, dab die gegenseitige Stellung yon nur einem Polder  
Funktion F = ~ ( f )  und dem Rechteck P = {s ~ ff~ : tro < o- < c h ,  0 < t < h} ein Ergebnis 
vom Typus (1.4) mit c > 0 determiniert, ohne ,,das Rechteck P zu ftberschreiten". 

Notieren wit die folgende unmittelbare Folgerung aus dem Satz. 

Folgerung. Es sei f :  (0, ~ ) - ~  eine sti~ckweise stetige, in keinem Intervall (a, b) 
C(O, Go) konstante Funktion. Ferner sei F =  ~Jl(f) ihre Mellinsche Transformation, 
die f~r o- > o-* durch das absolut konvergente Integral 

co 

F(s) = ~ f ( x ) x - ~ -  I dx 
0 

definiert ist. F sei in der Halbebene o- > o-* meromorph, wo - oo <= or* < a* ist. Es gelte 

sup {fl* ~ R : fl* > tr*, fl* ist ein Vol yon F} < sup {fle F,, : fl > tr*, fl + i7 

ist ein Pol yon F fiir gewisses ~ 4: 0}. 

Dann ist 

lim inf V(f, X) > 0. 
x ~  logX 

Der Satz verallgemeinert in der bestimmten Richtung ein Resultat yon 
Kaczorowski and Pintz [3, Theorem 2]; die Folgerung ist in der Tat nicht neu, vgl. 
[3, Theorem 1 ]. 

Die beim Beweisen des Satzes genauer dargestellte Methode kann einen 
methodologischen Ausgangspunkt fiir m6gliche Anwendungen bilden. Einige 
solche werden schon in Artikel II [7] gezeigt werden, wo ein wichtiger Fall 
betrachtet werden wird: f ( x )  = A(x) = W ( x ) -  x (x  > 0), wobei ~ die Tschebyschev- 
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sche Funktion bezeichnet. Ohne hier in Einzelheiten einzugehen, k6nnen wir 
sagen, dab in [7] u.a. das geleistet werden wird, was schon der Satz in diesem 
Spezialfall f = A antizipiert. 

Erw/ihnen wir noch, dab bei der Aufgabe, ein effektives Resultat vom Typus 
(1.4) ffir V(A 1, X) = Vt(X) zu geben, die Methode versagt; vgl. jedoch das ineffektive 
Ergebnis (1.1) I-2]. 

2. Bezeichnungen 

N Menge der natfirlichen Zahlen 
11 K6rper der reellen Zahlen 
IU K6rper der komplexen Zahlen 
s = a + i t  komplexe Zahl, fiir die analytische Zahlentheorie kanonisch ge- 

schrieben (~r, t elR, i z = - 1) 
I-I ={s~r 
dD topologischer Rand eines Gebietes D Cll~ oder entsprechende often- 

tierte Kurve 
~0l(f) Mellinsche Transformation einer Funktion f :  (0, oo)--.N., die im Punkt 

s �9 112 darch 

f ( x )  x - S - ' d x  
0 

definiert wird (falls das Integral absolut konvergiert); s. z.B. [1, S. 87ff.] 
(ira Artikel bedeutet 9J/(f) eine entsprechende analytische Fortsetzung) 

O(- ) Landausches Symbol 
Winogradovsches Symbol 

u c~ ~ und >> gleichzeitig 
Ix] gr6Bte ganze rationale Zahl, die < x ist (x �9 IR) 
V(f, X) s. w 1, unmittelbar nach (1.3) 
[] Ende eines Beweises. 

3. Lemma 

Eine elementare Observation, die eine Grundlage der Kaczorowskischen Metho- 
de der Untersuchung der Anzahl der Vorzeichenwechsel arithmetischer Funk- 
tionen bildet, lautet: 

Lemma [2, I, Lemma 1]. Es sei f :(0,  oo)~IR eine sti~ckweise stetige, in keinem 

Intervall (a, b)C (0, oo) konstante Funktion, 3~r die das Integral i I f(C)l dC p r  alle 
a > 0 endlich ist. Ferner sei f l  : (0, oo)--.~ dutch o 

x 

f ,  (x) = 5 f(r  (x > O) 
0 

definiert. Dann gilt j~r alle X > 0 

V(f, X) >= V(fl ,  X).  
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4. Beweis des Satzes 

Fall r = l ,  m~=l,  Es genfige f den Voraussetzungen des Satzes. F/Jr t/elR 
definieren wir die Funktion A =A(f) :  

x 

A(x)=x -~ I f ( ~ ) ~ -  ldr (x>0).  
0 

Mit Hilfe des bekannten Fubinischen Satzes stellt man leicht lest, dab 

9Ji(A)(s)= 7 A(x)x ~ mdx= 9Ji(f)(s) _ F(s) (a>a m - ~ , q >  -or1 +~) 
s+r  1 s+q  

ist. Ffihren wir die Bezeichnungen AI = A, A, = A(A~ 1) (n > 2) ein. Induktiv zeigt 
man, dab 

F(s) 
Ol(A,) (s) = (S + t/)" ( n e N ' a > a l - e , q >  -am +~) 

ist. Bemerken wir nun, dab die Funktionen A,(n> 1) den Voraussetzungen der 
Mellinschen Umkehrformel gentigen, s. z.B. [1, S. 88f.]. 

Wir schreiben n + 2(n e N) statt n und setzen ~/= d + k mit d, k e P,. Dabei sind n, 
d, k Parameter, die sp/iter passend gew~ihlt werden. 

Wit nehmen 

d + k >  --a o (4.1) 

an. Dann gilt 

1 ~ i ~  F(s)x~ds 
A,,+:(x)= ~ ~,-i~ ( s+d+k)  ~+2' (4.21 

und aus dem Residuensatz folgt 

2 Re (0 : -  1XO 1 F(s)x~ds 
2(X)  d+k)  "+2 + ~x/:D ( s+d+k)  "+2' (4.31 + 

wo O=e,  ist. 
Schreiben wit 

a_ 1 = [a_ 11 exp(icq), 0 + d + k = [e + d+  kl exp (i~z), 

we am, ezeN.  Dann ist 

a-:x~ =2 la- llXe 
2Rc (o+d+k),,+ 2 io+d+k l ,+2cos (? logx+~l -~z (n+2) ) .  (4.4) 

Grob gesagt, werden wenigstens manche Vorzeichenwechsel von f yon diesem 
Term stammen, vgl. alas Lemma. Dazu wollte man ,,das Restglied" in (4.3) klein 
genug machen. Weiter wird diese Idee pr/izisiert und vervollstfindigt werden. 

In den unten angegebenen Abschfitzungen werden die in den Symbolen O(-) 
und ~ implizierten Konstanten effektiv yon den entsprechenden Parametern 
abh/ingen. 
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Fiihren wir die Bezeichnungen ein: 

Ll = {s ~lE : o=ao, O < t < h}. 

L2= {seC : a=a, , t  >=h}, (4.5) 

L3= {selE:Oo <O<al, t=h} 
und sch/itzen (unter geeigneten Voraussetzungen) die entsprechenden Teile vom 
Integral in der rechten Seite yon (4.3) ab: 

MhxOO x~O 
IL, < jao+d+k[,+2 ~ (ao+d§ 

Mx~ o~ dt x ~ 
~2 <= ]al +ih+d+kl" ! • ~ lal +ih+a+k[ "' 

M ~t x~da ~, xOd~z 
~3 < [tro+ih+d+kl 2 Jo [a+ih+d+kl" ~ ~o [cr+ih+d+kl"" 

Die anderen, ,,symmetrisch gelegenen" Teile des Integrals sch/itzen wir in 
derselben Weise ab. Hieraus erhalten wir 

X O - 1 
(iQ+~_+kln) jD F(s)x~ds o+d+k " 

(s+d+k).+2 ~x  ~~ do~d+k 

+ i ~ - + k  + x~-e ih+d+ 

Ferner bemerken wir, dab 
log[1 + s[ = a -  �89 2 - t 2) q- O(Isl a) 

fiir Isl < 1/2 gilt. Liegt also s in einer beschr/inkten Menge, und ist k genfigend grog 
(auch im Vergleich mit d), so erh/ilt man 

~ + d + k  = (log l + ~ _ l o g  l + S ~ d )  exp 

| 2 2 = e x p { ~ @ ~  + 2 k ~ - ( 7 - t  +(~r-f l)(a+fl+2d))+O(~)}.  (4.6) 

Es werden zwei weitere Parameter ,t und a eingeffihrt: 

0 < 2 < 1  und a > 0 .  
Wir setzen im folgenden voraus 

X > 2  und X ~ < x < X ,  
und n sei yon nun an gegeben dutch 

n: = [a logX] + 1. 
Setze abkfirzend 

{,;o r 
# t : = 2 ( t r o - f l ) + a  + 2 k 2 (  7 +(a  o fl)(%+fl+2d))+O , 

# z ' = ( a x - f l ) + a  + ~ ( 7  2 +(~r~-B)(o~+13+2d))+O 
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Mit (4.6) folgt 

und 

xaO-p O+ d + k  " 
a o + d + k  4~XU~, 

x~,-~ e+ d + k  " 
G~-+ih~d+k ~X"~" 

Setze schlieBlich noch voraus 

Hieraus folgt 

~, > a/k 

d ~ - (fro + ~rl) /2 - (4.8) 

~o=<ma=<x 1 (a--fl)(~r + f l +  2d)=(% -/3)(% + f l +  2d). 

Unter Verwendung yon (4.6) folgt dann 

Q + d + k  k"da4~X~2, i x ' -  p ~ 4- ~-+-d-+ 

und insgesamt daher 

XI 3 - 1  F(s)x~ds 
([Q+d-+k,") j,,(s+d+k) "+2 ~ x " + x " 2 "  (4.9) 

Nun hat man/z I <0 und 1'2 <0 herbeizuffihren. Den Term O(1/k 3) lasse man 
zun/ichst unberiicksichtigt. 

Setze abkfirzend 
1 

Y: = 1 + 2k(~ ~ ~ro) (Y 2 .~_ (0. 0 --/~) (frO "{- 1~ "JI- 2d)), 

O" 1 -- /~ 

k 
Z:=  

~1 - / ~  1 2 
~ U -  + 2 ~  (h - ~2- (~  _/~) (~  +/~ + 2d)) 

Man postuliere 

Aber auch 

,t > (a/k) Y, (4.10) 

a/k > Z . (4.11) 

a/k < 2 < 1 (4.12) 

mug erfiillt sein. Damit der Nenner yon Z keine Sorgen bereitet, wfinscht man sich 
auch noch 

h2--7 2 - ( a  t - f l ) (a  t +fl +2d)>0 .  (4.13) 
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Angenommen es gilt 

7 2 + (Oo- fl) (ao + fl + 2d) > 0. (4.14) 

Dann ist 
Y > I .  (4.15) 

Aber (4.14) ist gleichbedeutend mit 

1 1 7 2 
d < - ~ (ao + fl) + ~ f l - a ~ "  

Wir erinnern uns an (4.8). Dann sei also 

fo q-ffl 1 7 2 

< d < - 2  (a~  2 f l - f fo  2 , (4.16) 

und dies ist m6glich. Von nun an erffille also d diese Bedingung. Um etwas 
Konkretes vor Augen zu haben, k6nnte man durchaus d : =  - ( f o  + f l ) /2  w/ihlen. 

Als n/ichstes wird 

R: = h  2 t r l - -0"O ~)2 "1- (0"1 - -  fl) ( f l  --frO) 
f l - -0"  0 

gesetzt. Nach Voraussetzung (1.6) ist 

R > 0 .  (4.17) 

Man rechnet hath, dab (4.13) equivalent mit 

1 e ~ 1 7 2 R 

a < - ~ f o + w +  2/~-.o ~- ol-P 

ist. Abet das stimmt wegen (4.16) und (4.17). 
Man rechnet nach 

Y Z < I  ,r (4.17). 
Nun kann man 

Z <a/k  < I/Y 

w~ihlen. Dann haben wir bereits (4.11), undes ist (a/k) Y < 1. Also kann man w~ihlen 

(a/k) Y < 2 < 1. 

Hieraus und aus (4.15) folgen (4.10) und (4.12). 
Nun fehlt aber noch O(l/k3). Dazu braucht man nur k > ko zu w~hlen. 
Einerseits erhalten wir jetzt aus (4.3), (4.4) und (4.9) 

V(A,  + z, X)  > (1 - 2') (y/n) log X (4.1 S) 

ffir gewisses )~'~ (0,1), 2 '>  2 und X > X o > 2. Andererseits ergibt die Anwendung 
des Lemmas 

V(f,X)>=V(Al, X)>...>_ V(A,+2,X) (X>0), 
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was zusammen mit (4.18) zu 

V(f, X) >__ c log X (X >__ Xo) 
ffihrt, wo c - - (1 -2 ' )y /n  ist. 

SchlieBlich kann man die postulierte effektive Abh~ngigkeit der Konstanten c 
und X 0 dureh die Nachprfifung der obigen Obedegungen a posteriori 
feststellen. [] 

Fall r = 1, m 1 > 2 (Skizze des Beweises). Mit Ausnahme der anderen Gestalt yon 

Res ~(s), wobei 
s=o F(s) x ~ 

�9 (s) = (s + d + k)" + z (4.19) 

bezeichnet, fiihrt man den Beweis analog dem Fall r = 1, m t = 1 durch. Man hat 
n~imlich (statt mx wird einfach m geschrieben) 

x ~ -~ a~ - ' ~ , l f - - l - - l " ]  
Res ~(s)= 
~=o (~+d+k).+2 Z t= - . ,  ( - / - 1 ) !  j=  ot, ./ ) 

x ( l o g x ) _ ~ _ l _ j ( - - n - 2 ) ( - n - 3 ) . . . ( - n - 2 - j +  l) 
(~ + d + k) j 

W/ihlen wir a, d, k, 2 und n wie im Fall m= 1. Ffir XX<x<_X ist dann 

s =o ( m -  1)~ (~ + d + k)" + 2 logx ~ +d+/~  + O((logX)"- 2) . 

Wegen ~ logX <__ logx < l o g X  und ~ > 0 gilt 

logx d+  k ~ logX, 
0+  

und daher 

Res ~ ( s ) -  
S = Q  

(4.20) 

a_ m x Q ( n )m-x 
( m - i ) ! ( e + d + k )  "+2 logx o + d + k )  (l+O((l~ 

(4.21) 

Hieraus ersieht man nun, dab die im Fall m = 1 durchgefiihrten 0berlegungen 
mutatis mutandis wiederholt werden k6nnen. Das Glied 

wobei 

a.  x' ( n ) ' '  
2 R e ( m _ l ) ! ( o + d + k ) . + 2  logx o+d+k  

21a_,.[ x~ logx n ..- 1 
= ( m - l ) !  ]Q+d+k] "+z Q+d+k eos(ylogx 

+~l - (n  + 2)~2 + ( m -  1)~(x)), 

a(x)=Arg ( logx ~+d+k)  (Xa<_x <_X) 

(4.22) 
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und ~ l=Arg(a_ , , ) ,  ~z2=Arg(~+d+k)  gesetzt wird, stellt insbesondere die 
gew/inschte Oszillation her. Der  in (4.21) szs. zus/itzlieh vorkommende  Fak tor  
( logx--  n/(~ + d + k))"-  l ermbglicht uns um so mehr, eine Ungleichung vom Typus 
(4.9) (mit # 1 < 0 ,  / t2<0  ) herzuleiten. Bemerken wir noch, dab die Funkt ion  
~ : [ X  ~, X ] ~ I t  stetig und beschr/inkt ist. Um die gewiinschte Anzahl geeigneter 
Oszillationen yon (4.22) zu bekommen,  k6nnen wir daher die Zwischenwerteigen- 
schaft stetiger Funkt ionen verwenden. [ ]  

Fall r>= 2 (Skizze des Beweises). Wie im Fall r = 1 werden die Funkt ionen A,(n > 2) 
eingeffihrt. Mit der Bezeichnung (4.19) erh/ilt man 

A,,+ 2(x)= 2 ~ Re (Res qO(s)) + 1 ~=1 \.,=or ~ Jo ~(s)ds, (4.23) 

wobei (4.1) angenommen ist (d, k ~ R  sind Parameter).  
Unter  der Voraussetzung 

X > 2 , X Z < x < _ X  und n = [ a l o g X ] + l ,  

wo 2 c (0, 1) und a > 0 Parameter  sind, die passend zu w/ihlen sind, bekommt  man 
aus (4.20) und (4.21) 

XBv 
Res #(s) ~ (logX)mv- 1 (v = 1, r). (4.24) 
~ = Q ,  le~+d+kl" ' "  

N u n  sind die Pole ~ geeignet zu ordnen. Zu diesem Zweck wird zuerst ein Po! 
e = ff~o fixiert, f/Jr den die Bedingung (1.6) erffillt ist. Ferner  wird d so gew~ihlt, dal3 

y2 h2 72 
- -  - % - fl < 2d < ~r I - fl (4.25) 

ist. Dies ist mfgl ich wegen (1.6). Fiir s, s ' c  I-I wird 

D(s', s) = 12 - t 'z - ( a -  a') (tr + a' + 2d) 

gesetzt, und in l-I die Relation ~ eingeffihrt: 

s '~se~,D(s ' , s )>O,  oder  D(s',s)=O und ~ ' > a  (s,s'c~-I). 

ist eine Ordnung  in l-I (d. h., sie ist reflexiv, antisymmetrisch, transitiv und hat die 
Eigenschaft: fiir beliebige s, s ' e  l-I ist s~s '  oder  s'~s). Insbesondere gibt es in der 
Menge {0 ~ . . . . .  ~,} C lI-I ein Element 0' = 0 r  fl' + i?') derart,  dal3 

Q'~Q~ (4.26) 

f/ir v = 1 . . . .  , r ist. Sehreibt man Qo = o0, Q~ + ~ = aa + ih, so hat man aus (4.25): Q ~ o  
und 0~Q,+ 1. Daher  gilt (4.26) auch ffir v=O, r+ 1. 

Die Vorzeichenweehsel von A,+ 2 werden yon dem gewonnenen Pol  ~' 
stammen. 

Es gilt (4.8). Unter  Voraussetzung (4.12) erh/ilt man aus (4.24) 
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we #~, #'r+ 1 zu #1, #2 Is. (4.7)-I analoge Ausdr/icke sind. Auch ist 

(Res  @(s)) - i  s=~vRes q~(s) ,~XU~(logX) m~-'~' ( v = l ,  . . . . .  r;v~=v') 

wobei/~'~(v 4= v') analog zu setzen sind. 
Mit geeigneter Wahl  der Parameter  a, 2 und k fiihrt man  nun /~'~<0 

(v = 0,. . . ,  r + 1 ; v Je v') herbei. Dabei kann man sich auf (4.26) stfitzen und im 
allgemeinen wie im Beweis des Satzes im Fall r = 1 vorgehen. Der  technische 
Unterschied besteht darin, dal3 aktuell der Parameter  d a n d e r s  als im Fall r = 1 
oben gew~ihlt wird [vgl. (4.16) und (4.25)], und das ist zu bedicksichtigen. 

Man schreibt daher (4.23) in Gestalt 

An+2(x)=2 Re (Re f 45(s))(1 + O(XU')), 

wo #' < 0 ist. In  derselben Weise wie im Fall r = 1 betrachtet man  Res ~(s). Unter  8=Q' 

Verwendung des Lemmas folgt die Behauptung des Satzes. [ ]  
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