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Herrn Prof. Dr. E. Hlawka zum 60. Geburtstag gewidmet 

Abstrac$ 

Notes to the Paper of S. Knapowski and P. Turs The present paper 
shows that  by an easy modification of the ideas of S. Knapowstd and 
P. T u r i n  [2] one can prove the following 

Theorem 1: Let V 1 (Y) denote the number  of sign changes of z (x)--l ix 
in the interval [2, Y]. Then for Y ~ C1 the inequality 

V~ (Y) > C~ (log log Y)v8 

holds with positive effectively caleulable constants G 1 , C~ and C 3 . 

1. Es ist das Ziel dieser Arbei~, zu zeigen, dal~ dutch eine ein- 
s Modifizierung der Idee yon K ~ o w s K I - T u ~  [2] fiir die 
Anzahl V1 (Y) der Vorzeichen~nderungen yon A1 (x) = ~ (x)- - l ix  im 
Intervall [0, Y], eine schi~rfere Abseh~zung angegeben werden 
k~nn, aIs sie in [2] gegeben wurde. Es besteht niimlich die MSg- 
lichkeit, einen weiteren Logari~hmus wegzul~ssen. 

Satz 1. Es gibt positive, effeIctive Konstanten Cz, Ca, so daft far 
Y > C1 die U~gleichung 

v1 (r) > c~ 0og2 r) c0 (1.2) 
gilt. 

Eine weitere Frage w~re, was wir yon der GrS•enordnung yon 
A1 (x) in den Punk~en 

! t i 

x I ~x~. ~ . . .  ~ xivo ~< Y 

I t  t !  . . .  f t  und x 1 ~ x 2 ~ ~ x~ ~ .~ Y, 

Y ?? t wo x' < x + l ,  x < x,+l,  No -~ C2 (log9 y)c~, 
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sagen kSnnen, fiir welche wir die Ungleichungen A l ( x ' ) <  0 bzw. 
A1 (x:') > 0 garantieren. Das Ergebnis in Arbeit [2] liefert 

logx ' 

~, (~;') > c ~  V~ 
log x 

(~.2) 

A n d e r e r s e i t s  zeigte LITTLEWOOD [3] - -  W&S &uoh h e u t e  n o c h  

das beste Ergebnis dieser Art ist - - ,  dal~ es unendlich viele 
r ! 

xl < x2 < x'a < . . . og , 

=d ~'; < ~'; < ~'; < . . . ~  

gibt, fiir welche die Ungleichungen 

logsx, 

(1.3) 

A1 (x:') > c' ~/~ logs x 
log x 

gelten. INGm~M [1] hat (1.3) m i t c ' =  �89 bewiesen. Die Arbei~ 
[2] bietet die 1VfSglichkeit, fiir eine geringere Anzahl yon x: und 
x: in [0,Y] ebenfalls eine 0szillation yon der Gr5$enordnung (1.3) 
zu garantieren. 

Es gilt n/imlich folgender 

Satz 2. Es gibt effektive Konstanten C~ und C6, so dafl f~r  Y >C5,  
#log4 Y~-D>~C6,  H = [ e x p ( ( l o g a  y)l-u)] H disjunkte Intervalle 
I~ ~ [0, Y] (v : 1,2 . . . .  , H)  und Zahlen x:, x: e I~ existieren, fi~r welche 
die Ungleichungen 

[1 l o g D \  V~ log3 x, 

(1.4) 
/ log9 \ 1/~ 

gelten. 
Man kann hier ohne weiteres auch x~ ~ ~>logl/1~ Y annehmen, 

damit /xlog3x~ 0 >~/~log4 Y--o(1)  >~D--o(1) gilt. 
Satz 2 zeigt, dab die groBe Oszillation yon (1.3) ziemlich oft 

abwechselnd in beide Richtungen auftritt. 
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2. Im folgenden verwenden wir die Bezeichnungen der 'Arbeit 
[2] und werden nur auf solche Teile des Beweises hinweisen, in 
denen eine lVfodifizierung n6tig ist. Die ohne weiteren Hinweise 
angegebenen Nummern von Formeln und Paragraphen bedeuten 
die entspreehenden Formeln der Arbeit [2]. 

Zun~chst bemerken wir, dab wir, falls in w 11 anstatt  im Inter- 
vall a 5 [~0),~0)] im Intervall [0)-- �88 integriert wird, falls also 
in der Formel (11.3) fiir y der Weg der Integration start [--A0)/4, 
A0)/4] das Intervall [--A/4,A/4] ist, (11.4), (11.5) und (11.6) be- 
kommen; nur der Weft  der entspreehenden Konstante cla wird 
grSBer. 

Die zweite wesentliehe Idee der Verbesserung besteht darin, 
da~ wir in w167 12, 13 nicht auf  einmal alle Werte fiir 0)~ und 0)~' 
angeben, sondern aueh mittels des Dirichletsehen Satzes die Werte 
fiir co' und 0)~' sukzessive konstruieren, wodureh eine viel bessere 
Lokalisierung von c,Y~ und 0)~' mSglieh wird. 

Es sei U=log2  Y; Ilxll bezeichne den Abstand yon x yon der 
n/~chsten ganzen Zahl. Die Zahlen Cj bedeuten absolute, positive, 
effektive Konstanten. Fiir alle v~>l existieren ganze Zahlen 
hi ,n2, . . . ,n~ . . . .  , ftir welehe 

2~  nv 1 Yr ~< v21og2A (j=I,2,... ,N(A);v-=I,2,...) (2.1) 

gilt, so daft fiir die n~ die Ungleiehungen 

1 + log U ~<nl ~< (1 -~- log U) (log2 A + 1)N(A) (2.2) 

1 ~< nv ~< (1 + (log 2 A) ~,2)N(A) (V /> 2) (2.3) b z w .  

gelten. 
Es sei nun 

r i/ 

0) 1 = ~0 - [ -  n l ,  (91 = - -  g0 3 1 -  n l  ; 

0)'~=~o~-M~, 0)'=--~o-~M~ fiir v~>2, 

v 

wo M r =  ~ n z  und ~0= (log2A)/A wie in (11.7). Dann gilt ftir ein 
k = l  

beliebiges v/> 1, j ~< N (A) die Ungleichung 

v 

~r Mr ~'s 1 2 
- < _ _ 7 '  - -< < - -  2 ~ nk log 2 A log~ A 

k = l  k = l  
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So bekommen  wir 

�9 ' ~ < 2 ~  ) '1  , 4 ~  
[ sm)' j  % - -  sin)'1 ~0 ] ~ (o) - -  ~0) < log 2 A ' 

(2.5) 
�9 " ~<2~ ) '1 , ,, 4 ~  

] smT~%--s in ( - - ) ' j : r  ~ ( %  ~-~o) < l o g S ~ ,  

und  daraus  folgen, wie in w 13, die Relat ionen 

2 1 - -  > ~ log - -  - -  C7 
)' log s A ' 

0<~<a (2.6) 

- -  < - -  l o g  - -  C 7  �9 
o<~<a )' 2" log ~' A 

Mi$tels dieser Ungleichungen be kommt  man/~hnl ich wie in w 13 

rain e-~/~'A3 (eO) < - -  log log sA Cs , 
o,;-i/4<o<~.;+il~ (2.7) 

1 A 
max  e-O/2A 3 (ea) > ~ log  Cs. 

~:- ~/4<a<~;+ ~/~ log s A 

Falls wir ~0 ---- ( log2A)/A <. ~-~ (was ffir A t> C9 gil~), Mi  >t 1 ~ log U, 
M ~ - - M ~ _ I = n , > ~ I  betrachten,  bekommen  wir die d is junkten 
Interval le  I* bzw. I~ 

I* ---- [ M , - -  �89 M,  A- �89 
(2.s) 

I~ ---- [exp ( M y - -  �89 exp (My -~ ~)] 

~ t  ,~tt ~r$ t rt ~ und  Zahlen %, % e l  bzw. x~ = e ~ e I~, x ---- e e I~ mit  der Eigen- 
sch~f~ 

Ai (x') A~ (x~) (12 A ) ~ -  , 1 ~ o ( 1 )  < - -  log- Clo , 
V x / l o g  x. V~-~ logZ A 

(2.9) 
(x:) (x:') 1 A 

,, - -  1 A- o (1) > ~ log Ci0, Vx/ ogx  ogSA 

was mit  einer gewissen Kons tan te  Cll, fiir ein beliebiges 

A / >  C l l ,  A1 (x : )  < 0 bzw. A~ (x~') > 0 
beweist. 
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Jetz t  mtissen wir noch die Anzahl der Intervalle absch/itzen, 
ftir welche 

I~ C [log U, ~ U] 

ist. Die untere Grcnze ist - -  was wir berei~s ausgeniitzt haben - -  
wegen M1 >~log U-t-1 fiir alle Iv richtig. Wir miissen eine Zahl H 
angeben, fiir welche MH <~ 1 U-- �89  ist; dann erhalten wir die Un- 
gleichung 

V~ (Y)/> V~ (log~ Y) >/H. 

Wir haben aber 

H 
M u  =- ~ M ,  ~< (2 log 2 A)N(A) (log U "Jl- H "  (//2)N(A)), (2.10) 

v=l  

Wenn wir jetzt A, fiir welches bisher A >/Cll die einzige Be- 
dingung war, als A = Cll festlegen, ergibt sich, dal~ die Ungleichung 
MH <~ ~ U - -  �89 sicher gilt, falls ~4r 

H = C (A) U1/(~N(A) +l) = C2 (loggY)c8 (2.11) 

w/ihlen, womit  unser Satz t bewiesen ist. 

8. U m  Satz 2 zu beweisen, w/ihlen wir jetzt A so, dal3 - -  mit  
den bisherigen Bezeichnungen - -  

A (log U)u 
- ( 3 . 1 )  

log 2 A (# log2 U) 4 
ist ; dann gilt 

A log2A < (log U)u. (3.2) 

So bekommen wir wie vorher ftir 

H = exp ((log, y) l -u)  = exp ((log U)l-u) 

die Ungleichung 

MH ~< (2 log 2 A)N(A) (log U q- HI+2N(A)) < 

< exp {N(A) (log2 A q- log2 -}- 31ogH) -? log2 U} < 

< exp (�89 .A (log U)l-u A- log2 U) < (3.3) 

< exp (�89 log U A- log2 U) < 
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Definition yon A, mittels ~tlog4Y=#log2U=D>~C6, auf 
reehten Seite der Formel (2.9) dieser Arbeit die Abseh/itzung 

Falls Case 2 der Arbeit [2] giiltig ist, so bekommen wir aus der 
der 

A 
�89 - -  

log~ A 
C~0 > 1 (/~ logz U - -  4 log (/, log2 U)) = 

= �89 U(1 

> �89 log2 U(1 

4log (#log2 U) -+- 2Cxo~ 
> (3.4) 

/~ log2 U / 
6I D). 

Wenn wir jetzt beaehten, dab ftir die in der Formel (2.9) dieser 
Arbeit auftretenden x:, x~' = x(~ ) log x~ i) ~< } U < U ist, so ergeben die 
Formeln (3.4) und (2.9) dieser Arbeit unmittelbar Satz 2 im Case 2 
yon [2] (wenn also ein entsprechender Bereieh ohne Nullstellen 
yon ~ (s) existiert). 

Falls Case 1 auftritt, gew/ihrleistet die Ungleichung (6.7) wenig- 
stens die Anzahl }(log Y)l/8O>exp(log~Y) yon entsprechenden 
x (0~ ----x'~, x:', fiir welche das Vorzeichen yon A1 (x~ 0) - -  bzw. + ist, 
und ffir den absoluten Wert der Oszillation bekommt man aus den 
Formeln (4.2)--(4.4) 

I (x?)I 1- exp (-- 1/1-o}g z) >/ 

/> �89 (2 (1~ Z)51~ Z - - 1 / l o - ~ )  ~> (3.5) 

(lo-  
i> VZ exp {log~/a Z (log2 Z) 4} >i 

~> Vx~ 0, 

womit wir die Beweisfiihrung yon Satz 2 beendet haben. 

4. Wir bemerken ferner, dal~ Lemma VI in [2], welches in der 
Form von I•OHAM [1] bewiesen wurde, in einer etwas anderen 
Form ganz einfach zu beweisen ist. Es gilt n/imlich, mit den bis- 
herigen Bezeichnungen, fiir ~1 = z~/A die Ungleichung 

Y t sin y ~l 1 
2 Z 1 - - ~ l  T > ~-~ (log A - -  C1~). 

0<3,~A 

(4.1) 
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Zum Beweis miissen wir die Relationen 

sinx/> (2/z) x, ftir 0 < x ~<~/2; 

beaehten. Daraus erhiflt man 

sin x >/07 ftir z/2 < x ~< z 

2Z(l-A) sin(y(:z[A))>2Z�89 ~,(x/A) ;V(A/2) 
Y A/2 ' 

(4.2) 

was (4.1) ergibt, falls wh" N ( T )  >1 (1/2z)(logT--C12) ausniitzen. 
Wenn wit s ta t t  Lemma VI in [2] die yon uns bewiesene Un- 

gleiehung (4.1) anwenden, bekommen wir unseren Satz 1 mit einem 
1/z-real kleineren Weft  yon C2 und Satz 2, d. h. (1.4) dieser Arbeit 
mit dem Weft  1/2z s ta t t  �89 

5. Was den interessanteren Wert  yon C8 in Satz 1 betrifft, 
kann man mit unwesentliehen Modifizierungen der Beweisfithrung 
leicht zeigen, dab Satz 1 mit Cs ~ 1](N(A) + 1) gilt, wenn es eine Zahl 
A und dazu ein ~ gibt, ffir weIehe 

Y 
O<y~A 

> 1 + . ( ~ . l )  

0<~,<: oo 

SKEw]~s [4], S. 50, 59, bereehnete mit Rechenmaschinen, dab 
(5.1) ffir A~-500  und fiir ein entsprechendes ~ gilt. (Die linke 
Seite ist ns wenigstens 1,0262, die rechte Seite aber hSchstens 
1,0233.) Daraus erh~lt man den Wert  Cs- -  1 wenn man 
N(500) = 269 beriicksichtigt. ]Ubrigens kann man mit der Wahl 

= ~/A ohne genaue Reehmmg, mittels der im vorigen Paragraphen 
dargestelIten Methode, leieht einen riehtigen, jedoeh etwas kleine- 
ren Wert  ftir C~ - -  etwa C ~  2- I0 -4 - -  angeben, falls man nur die 
Funktion N(T)  geniigend gut kennt. Dazu sind die Formeln fiir 
N(T)  mit explizit angegebenen Restgliedern verwendbar; oder man 
niitzt den Umstand aus, dab fiir den uns interessierenden Bereieh 

etwa T ~< 3000 - -  der genaue Weft  yon N(T)  bekannt  ist. 

6, Endlich mSehte ich meinen besonderen Dank Herrn Professor 
PAUL TuxXN aussprechen, der mir das Manuskript seiner Arbeit 
[2] zur Vers stellte und reich zur Untersuehung dieser Pro- 
bleme ermutigt hat. 
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Anhang (8.3.1975) : N a c h  der  E in sendung  dieser Arbe i t  habe  ich 
die Ungle ichung V1 (Y) > Cslog2 Y bewiesen. E ine  en t sprechende  
Verbesserung y o n  Satz  2 ist  auch  m6glich. A u f  diese F r a g e n  werde 
ich in einer anderen  Arbe i t  zu r t i ckkommen.  
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