EINE BEMERKUNG ZUR
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1. S. Knapowskl und P. TurRAN haben sich in einer gemeinsamen
Arbeit mit dem Vorzeichenwechsel der Funktion p(x, k, L) — p (x, k, )
beschaftigt. Angenommen, daB die Haselgrovesche Bedingung erfiillt ist,
konnten Sie die Stelle des Vorzeichenwechsels lokalisieren. Ich werde mich in
dieser Arbeit mit dhnlichen Fragen — im Falle der Entfiillung der Riemann-
schen Vermutung - beschéaftigen.

In dieser Abhandlung sei

p eine Primzahl,

_(log p, wenn n = p' eine Primzahlpotenz von p ist,

L1) A(n) =
(L1 ) 10 andererseits,
(1,2) p(x) = ré‘le(n), 7(X) =p§x1.
Es sei k = 1 ganz, | = [ = k und [ zu k teilerfremd, ferner
(1,3) p(x, k, 1) = ;‘ A(n),
) nnEl(z)
(1,4) Hx, k, )= 2 logp
=1
(1,5) ax, k)= D 1
Y0

Es sei bezeichnet mit N,(I) die Anzahl der inkongruenten Ldésungen von
¥? = I (mod k). Sei y ein Charakter mod k und L(s, x) die zugehdrige L Funktion.
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DerFiNITION. Wir sagen, daB die Funktion L(s, x) die Haselgrovesche
Bedingung erfiillt, wenn in der Strecke 0 < s < 1 L(s, ) = 0 ist. In ihren
Abhandlungen haben S. KNApowski und P. TurAN [1] eine Methode fiir Unter-
suchungen des Vorzeichenwechsels w(x. k. L) — w(x, k, L) ausgearbeitet. Sie
bewiesen dort den folgenden Satz:

Ist die Haselgrovische Bedingung fiir alle Funktionen L(s, x) x (mod k)
giiltig, so wechselt die Funktion u(x, k, L) — »(x, k, l,) mindestens einmal
das Vorzeichen in allen Intervallen

w=x=elo [ = ay(k)].

BEMERKUNG. Wenn die Haselgrovesche Bedingung fiir alle Funktionen
L(s, y), z (mod k) richtig ist, dann existiert ein A(k) > 0 so, daB im Rechteck
O<o <1, jti=Ak) (s =0 + it) fiir alle y (mod k) L(s, y) # O ist.
Wenn man A(k) kennt, dann kann man eine Abschdtzung fiir @, geben. Ferner
ist dort noch Folgendes bewiesen:

Angenommen, daB [, # L, (mod k) und N, (4) = N,(L) ist, ferner, daB

imi Gebiet o > —;—, t|=2¢,k*® (s = o +if), und in der Strecke o = X |ti= A(k)

(A (k) = 0) die Funktionen L(s, y) (x # 7o) nicht verschwinden, sind fiir alle
T = T, (k) (T, (k) ist eine explizite numerische Konstante) die Abschdtzungen

max  {m(x, k, lj)—7(x, k, [5)} = VT - exp ( —44- MM‘

T <x=T log, T
min  {o(x, k, )= 7(x, k. [p)} < — VT - exp ( 44 Jog T log, T l
TUs= x=T ]0g2 T

richtig.

Im Fall [, = 1 haben die Verfasser einen starkeren Satz bewiesen. Sie
bewiesen in {I'] nicht nur die Existenz des Vorzeichenwechsels. sondern sie
lokalisieren diesen auch.

Nun werden wir zeigen, daB

- — — ’ l
im kL)~ p(x, kL) -0

X Vx

und '
lim I,D(X, k_’ ll)_ lp(x, k’ 12) =0
xZ_w‘ V;

ist, wenn die Haselgrovesche Bedingung richtig ist. Wir beweisen ferner, da

Tim «"f(x,k,h)—_ﬂ(X, k1) _ 0
X-rme Vx

log x
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und
lim 20K, L) —nlx, k, L) _ o
= Vx
log x

ist, wenn die Anzahl der inkongruenten Ldésungen von y* = (mod k), y2 = [,
(mod k) iibereinstimmt. Die Grundlage unseres Beweises ist ein von LITTLE-
wooD stammende Gedanke, mit Hilfe dessen er bewies, daB

fim 2O-x
xoe  Vx

und
lim ¥®=X _ g
X — oo X

ist [2].

2. Sarz 1. Wenn die Haselgrovesche Bedingung fiir alle Funktionen
L(s, ), x (mod k) erfiillt ist, dann bestehen die Formeln

Tirr ’p(x! kr ll) __'P(x’ k; 12) -0

2,1 lim

@1) Tm =
und

(2,2) lim lp(x) kl 11) __}P(x’ k) 12) <0,

xo e Vx

Sarz 2. Wenn die Bedingungen von Satz 1 erfiillt sind und N, (4) = N,(L,),
so ist

n(X, K, ll) — ”(x’ k, 12) -0

(2,3) Tim _
X — oo Vx
log x
und
(2’4) llm TE(x, ky ll) ——:rr(x, k; 12) < 0.
X oo ‘ Vx .

log x

Untersuchen wir nun die Funktion

1 - _ L’
f(s) = —— 3 [x(l)— 1)1 — (s, 2)-
¢k) 3 L

Bezeichne o die Nullstellen der L Funktionen und m, () ihre Vielfach-
Keit (natiirlich ist m,(y) = 0, wenn L(g, ¥) = O ist). Es ist nicht unmdoglich,

%
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daB irgendein p eine gemeinsame Nullstelle mehreren L Funktionen mod k ist,
und so hat die Funktion f(s) an dieser Stelle eventuell keinen Pol. Wenn ein
Pol im Streifen 0 < Rep < 1 existiert, so folgt daraus, daB

p(xX, k, 1) — p(x, &, L) =Q2+(1).

Eine solche p Stelle existiert | Dieses kann man trivialerweise von der expliziter
Formel yy(x, k, I) beweisen. (Den Beweis s. z. B.: [1] V. Abhandlung, Lemma
VI, S. 52)) Von der Funktionalgleichung L(s, y) folgt, daB f(s) einen Pol

in der Halbebene Re szé hat. Ferner, wenn die Haselgrovesche Bedingung

giiltig ist, so sind diese Singularitdten nicht reelle.
Sei ® = supr Re o, wo o die Polen durchlduft, und sei ferner ¢ > 0 eine

e
beliebige feste Konstante. Mit diesen Bezeichnungen ist

T owlx, k1) —w(x, k, L) +x®=¢ dx 1 1
f?’( 1) 'P( 2) “a =__f(s)i ,
3 X xS s s—0+¢

und mittels des Satzes von E. LanpAu [3]* finden wir die Formel
pix, k, 1) —p(x, k, I,) = Q4+ (x°-%).

Daraus folgt der Satz 1 im Fall @ > _;
Im Fall & =—; konnen wir einen genaueren Satz beweisen.
Satz 3. Angenommen, daff die Funktion {(s) in der Halbebene o > —.’12 und

ins :% reguldr ist, kann man solche positive Konstanten w,=wy(k), a=a(k),

¢ =c(k) finden, daf fir alle @ > @,

(2’5) max ll’(x, k; ll) ___'P(xr kr !2) =,
w=sX=do Vx

(2,6) min lp(x7 k» 11) —_IP(x, k’ 12) =_c
m=XSde Vx

ist.

Von Satz 3 folgt der noch nicht bewiesener Teil des Satzes 1. Die folgende
Formel ist gut bekannt:

* Der Satz von LANDAuU ist der folgende: Sei « die Konvergenzabszisse von F(s) =

b(x
= f(—s)dx und b(x) =0, wenn x=x,. Dann ist s =a eine singuldre Stelle von F(s).
X
1
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po(x, &, L) — wol(x, b, L) = (—k) 2 laly) —2(l)] Z‘ —+R(x kL, L),

WO

R(x) k) ll) 12) = 0 (log x)
eine statige Funktion von x ist. Wir fiithren nun die folgenden Bezeichnungen

ein:
Ao(x) = 11’0(3‘; k? ll) - VJo(x, k; l2) _R(xy k7 ll » 12))
X
A%) = f Anfw)dn  (n=1,2,..).
2

Zum Beweis der Formel (2, 5) ist geniigend beweisen, daf

4
max ) o
o= X=aw V;

wo ¢; > 0 geeignete Konstante ist. Wir bekommen den Beweis der Formel

(2, 6) trivialerweise von (2, 5), wenn wir /; und [, umtauschen. Es ist nicht

schwer zu beweisen, daB |4,(x)| = d,-x'/» ist, wenn x = 2. Daraus folgt fiir
1

n =1 die Abschitzung |4,(x) = d—: "*2. Andererseits, mittels n-fachen
n!
Integrationen von Ao (x) bekommt man

A,(x) = — 2[1(12) Z(ll)] 2

xe+
zole+1)...(e+n)

+0(x" log x).

Sei p = %+ iy, WO o ein Pol von f(s) im Kritischen Streifen ist (0 < Rep < 1),

und seien ferner

b, (k) — > [xle) - 2UDImx) (b, = O0),
. : 1 .
ve = miny und oy = — +iy,,
+>0 2

20(00 +1).. (00+n) 100(00"‘1) (904‘")"3[9’",

bQo = ro . e"”".

Von der Funktionalgleichung folgt, da b; = b,. So ist

1 i 0 ’ .
A,,(X) - 2'xn+_2-'Re ro-e{yologx-i-«p ¥n} 140 ]|90(90+1)---(Qo+n)| |

loo(ge+1). .. (go+1)| WSl oo+ 1)...(o+n) |
+ B(x)-x" log x
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wo 0] = 1 und |B(x)|< B ist (B ist eine absolute Konstante).
Die Reihe

lll@o(oo‘*‘l) (0o +n)!
2Pl e+ D) o) |

konvergiert, und fiir alle |o| > |go|

[|‘90(00+1) (Qo+’1)i_>0
| oo+ 1)...le+n) |

(wenn n —o). So fiir ein n, gilt:

¥ ei@o(?o"‘l)---(‘?o‘f‘n) <_1_-
WSTel | oo+ D). e+m) |2
Ferner ist die Ungleichung

o+
0
2 -r
0

loo(2o+ 1) - . - (20 + 120)|
erfiillt, wenn x hinreichend groB (x = x;) ist. Sei x = x,. Daraus folgt, daB

1B(x)-x™log x| <

2'xn T.ro j i 9. . _} . _l_l
Ane(X) = 190(00+1) (00+n)“C05(7’o 0Z X+ @o— wn) + 6, 5 {1'*‘02 5[

wo (0] = 1, [0, =
2, £ 2 @
Fiir alle .Q(x0 < evo), in den Intervallen (eyo, en eVO) existiert  eine

Stelle x;, fiir welche cos (y,log x;+go—w,) = 1 ist.
Hieraus folgt die Abschitzung

Aﬂo(x) -~ -1_ To dzef a, [ = (ll(llo)].

max
.ﬂ_sx:e&“.t{) xﬂo-i-i 2 |90(90+l)"'(90+’20)l

2
evo o

Es sei nun 0=« <1 eine beliebige feste Zahl und n = 1 eine ganze Zahl, dann

xx

J .

An(x) = fA,, J(Wdu+ fA,,_l(u)du,
1

n+3 n+—- n+— 5

X - X X

wohin folgt

A®) o1 oy Aea® U
n+l_ 1 ax-=usx n——o- n+l

2 n+— u 2 x 2
2
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Ferner, bei @ = 1 ist

A4.(x A, —u A (ux

max o0 - - max n=al) + max (<)

m=x=dm n+—},— n+l xn=xX=dm "__‘i w=X=do 'H'il;‘
X = 9 u = X -

Mittels der Abschitzung |d(ox)| = ¢;-(ax)" " 2 finden wir die

a4, 1 4
max _11__1(_")_;_(,,4_._,,‘ max A0 _
2M0n=x < do "__._1) ] 2 lasxs do n+-‘])'—

1o‘n+%l

Ungleichung.-
Daraus folgt durch Iteration
1 1. 4
max —4@ = ‘I—l—-—,...'no+~—i max —”(—x—~c,~(nn+2)!w,e.
Moy =x=de l- 2 ' 2 to~xsdo 31+’1—
Cox? x 2

Wenn wir o, d, n, ® so wahlen, daB

, a
¢ (g +2) o2 = Il’ d =er, o >a,,

dann ist

Ao(X) |

max = ng!ay,
1o ’

alow = x=do X

und so bekommen wir den Satz 3.

a3

- 3.Satz 4. Wenn neben den Voraussefzungen von Satz 3 auch noch
N4 = N(1,) ist, dann

o, b b) -l b )

max
w=EX = am '/x
log x
min i(x’ kv 11) _—“(x’ k) 12) ~ ¢,
® X am Vx
l_og X

Jetzt beweisen wir die Sdtze 2 und 4.
Wenn wir

def .
KM=fwmmmw@me



40 1. KATAI, EINE BEMERKUNG

schreiben, dann ist

pesl

K@) = q)(Lk) ST~ 7] 3 2 e log v 00),

Nach den Voraussetzungen von Sdtzen 2 und 4 gilt:
'ﬁ(x’ k’ ll) - 0(x) k: 12) = l/)(x, k) ll) -yl k) lz) - Zl|(k)lp(‘/;’ k, l") +
w2 =l

|

b3 R0 000 = i,k 1)yl ) +0 [
AZD(K) log x

Andererseits ist

o )= ) = o (0, L) = 00, K ) =
§ =

— ﬁ(x, ky 11)“'79(x: k, 12) +0 - VE ,+f L dK(U) =
log x log2x ] ulog®u

_ Bk ) B, kL) of Vx )
log x log2x

nach

X x
. 2 i
f dK(u) _  K(x) +0<1)+f K(u) - (log? u+ 2 log u) du=0( Vx ’
ulog?u  x-log2x 5 u?logtu log2 x

Daraus folgt nun die folgende Formel:

n(x’ k, ll) _ ”(x, k, 12) — lp(x, k, ’1) - lP(x, k, 12) +0 Vx "
log x log?x !
wohin die Sdtze 2 und 4 sofort folgen.
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