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Uber einen Satz von Tschebyschef. 

Von 

EDMU),'D LA!~-DAU in Berlin. 

w 

Es bezeichne f(x) d~e Anzahl der Primzahlen ~ x, welche die Form 
4n ~ 3 haben, g ( x )  die Anzahl der Primzahlen 4n ~- 1 ~ x. Dann ist 
nach einem schon yon Di r i ch le t* )  vermuteten, abet erst yon Herrn 
de la Vallde Poussin**) bewiesenen Satze 

lira f(x.__)~. 1 
~=~ g(x) 

Diese Gleichung folgt niimlich nnmittelbar aus Herrn de la 
Poussins***) Relationen 

(1) lira f(x) 1 lira g(x) 1 
�9 x 2 ~ x 2 

log x log x 
Da 

lim /~(x) = 1 
X 

log x 

Vallde 

ist, wo L i ( x )  den Integrallogarithmus yon x bedeutet, lassen sich die 
Gleichungen (1) auch so schreiben: 

(f( 1 (x)) l i ra log x x) --  =2- .L/ -= O, . . . .  x )  . . . .  L i  = O. 
x = ~  X 2 

*) ,,Beweis des Satzes, dab jede unbegrenzte ari~.hmetSsche Progression, deren 
erstes Glied und Differenz ganze Zahlen ohne gemeinschafflichen Factor sind, unend- 
lieh viele Primzahlen enth~lt", Abhandlungen der KSniglich PreuBisahen Akademie 
der Wissenschaft~n zu Berlin, 1837, S. 45; Werke, Bd. 1, 1889, S. 315. 

**) ,,Recherches analyCiques sur ls  ~hdoHe des hombres premiers", Anaales de 
la Socigh! Scient~ifique de Bmxelles, Bd. 20, Teil 2, 1896, S. 281~362. 

***) 1. c., S. 360, Gleichn~g (1~). 



528 E. T,,,,~,,u. 

Kfirzlich babe ich*) nachgewiesen, dal~ sogar ifir jedes m 

' (x)) (,( ' lira x x) -~-L/ 0, lira l~ - -  = x ) - - y  L i  ~- 0 
X - - ~  X~-Oo X 

ist. Hieraus f o l ~  

lira log" x ( f ( x ) - g ( x ) )  - -  O. 
X 3c ~-  ov  

Die Differenz f ( x ) - - g ( x )  ist also ffir x - ~  oo yon geringerer GrbBen- 
X 

ordnung als f ( x ) ,  als g(x)  und sogar als log" x '  w o m  irgend eine Kon- 

stante bezeichnet. 
~'ber das Vorzeichen yon f ( x ) -  g(x),  sowie fiber die Frage nach 

einer unteren Schranke ffir die Grbl~enordnung dieser Differenz liefern 
diese asymptotischen Resultate offenbar keinen Aufschlu]3. 

In dieser Richtung liegt nun ein Satz, den T s c h e b y s c h e f * * )  im 
Jahre 1853 ohne Beweis in folgendem Wort laut  verbffentlicht hat: 

Si de la totalite" des nombrez premiers de la farme 4n -}- 3, on retranvhe 
celle des rannbres premiers de la /brine 4 n - t - 1 ,  et que l'(m divise ensuite 

V~ on trouvera plusieurs vah~rs de x celte diffdrence par la quantite" log x '  

telles, que ce quotient s'approchera de l'unitd aussi pris qu'on le voudra. 
Tschebyschef spricht also in sehr klaren Worten folgenden Satz aus: 
Wenn zwei positive Gr6fleYn ~ und x o gegeben sind, so gibt es oberhalb x o 

eia x - ~  x(d ,  xo) , so daft die Ungleichung 

(2) 

e~iillt ist. 

f ( x ) -  g(x) 1 1 ~  r 

i 

log x 

Dieser Satz ist zuerst im Jahre 1891 yon Herrn Phragmdn**-*)  
bewiesen worden, mit hnwendung der Theorie der Funktionen complexen 
Argmmentes und insbesondere eines funktionentheoretischen Hflfssatzes, 
den der Veffasser zu diesem Zweck entwickelt hat. 

Dies ist zur Zeit der elnzige Beweis des Tschebyschefschen Satzes. 
Urn diese Behauptung zu rechtfertigen, muB ich eine Reihe anderer 

*) ,,t~)er die th4.mzaJalen einer arithmetischen Progression", Sitznngsberichte der 
Ka~serlichen Akademie der Wissensclmften in Wien, mathematisch-natttrwissenschaft- 
liche gJ~se, Bd. 112, Abt. 2*, 190s, S. 532, Gleichung (48). 

**) ,,Lettre de M. le pr0fesseur Teh~bychev ~, M. Fuss,  sat un nouveau 
thdorb~me relatis aux hombres premiers con~enus dans les formes 4n Jr- 1 et 4n ~- 3", 
Bulletin de la classe physico-mat]a~matique de l'Acad~mie Imp~riale des Sciences, 
Bd. 11, St. Pe~ersimrg, S. 208; (Euvres, BeE 1, 1899, S. 697. 

***) ,,Su~. le: loga~tt,me int~-~-~l et la foncfiion f(x) de Kiema, n", ~s af 
Kongl. Vetenskaps-Alrademiens Fbrhmadll-g~r, Stockholm, IM. 48, S. 599--616. 
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Arbeiten besprechen, welche sich mit dem Gegenstand besch~%igen und 
vermeinfliche Beweise des Tschebyschefschen Satzes enthalten. 

I) P o l i g n a c * )  hat im Jahre 1859 eine Untersuchung fiber die Ver- 
teflung der Primzahlen 4n  + 1 und 4n  + 3 verSffentlicht, in welcher er 
den Tschebyschefschen Saiz zu beweisen glaubt. E r  bildet richtig eine 
Identit~t, auf welche auch Tschebyschef im Briefe an Fuss anspielt; sie 
isfi eine Verallgemeinertmg derjenigen, welche den friiheren tmabh~in~g 
entstandenen Untersuchungen yon Tschebyschef und Poliffnae fiber die 
Verteilung der Primzahlen zugrunde liegt, polignacs SchluSfolgerungen 
aus jener Identit~t sind jedoch heuristischer Natur  und enthalten im 
tibrigen nicht einmal dem Wortlaut  nach das zu beweisende Resultat, 
welches Polig~ac nur in der unscharfen Form zitiert: ,,pour x tr~s-grand, 
le premier terme de la diffdrence des hombres premiers de la forme 

4 n + 3  et 4 n +  1 est l_x . log x 
II) Im Jahre 1896 hat Herr C ess eine Abhandlung fiber unseren 

Gegenstand ver5ffentlicht. Seine Schltisse enthalten jedoch am hnfang 
eine auch beim heutigen Stande der Wissenschafl unausffillbare Lticke. 
Der Verfasser setzt n~imlich als selbstverst~indlich voraus, dab die tmend- 
liche Reihe 

i~+l 

i i i+ i ~(--i) ~ 
<3)  3 s 5 s -3 7 7~- 11---- ~ . . . . .  l as , 

/, 

1 konver~ert .  wo p alle ungeraden Primzahlen durchliiuft, ffir reelle s > 

Tatsiichlich wei$ man tiber diese Reihe, welche offenbar fiir ~R(s)> 1 
konvergiert, nur noch dutch Herrn Mer tens***) ,  da$ sie f i i r s - ~  1 kon- 
vergier~, d. h. da~ die Reihe 

1 1 1 1 
(4) s 5 + T + i i  . . . .  

konvergent ist, und durch Herrn de la  V a l l d e  Pouss in~ ' ) ,  da$ sie fiir 
alle s mit reellem Teil 1 konvergiert. 

~[brigens ist Herrn Ces~ro, wie er am Ant~ang-~ ") bemerkt,  bei der 

*) ,,Nouvelles recherches sur les nombres premiers (suite)", Comptes rendus 
hebdomar des sgances de l'Acadgmie des Sciences, Paris, Bd. 49, S. 386--387. 

**) ,,Sulla dish4buzione dei humeri primi", Rendiconti dell' Accademia delle 
scienze tlsiche e matematiche di Napoli, Set. 3, Bd. 2, S. 297t~. 

*~) ,,Ein Beiia'ag mlr anaIyCischen Za]alen~eorie", Journal fftt die reine und 
angewamdt~ Mathematik, Bd. 78, 1874, S. 55---56. 

t) Vergl. die auf S. 527, Anm. **) zitiert~ Arbeit~ S. 361. Es folgt otme weiteres 
aus dem dort mi~ 5 ~ bezeictmeten S atze. 

-b ~) I. c., S. 297. 
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VerSffentlichung seiner Arbeit die Tschebyschefsche Note aus dem Jahre 
1853 nnzug~nglich gewesen; er hatte nut eine sp~tere Abhandlung*) yon 
Tschebyschef gelesen, welehe die obige pr~zise Formulier~mg des Satzes 
nicht enth~ilt, sondern nut die sehr popul~re Aussage: ~D y a une dif- 
ference notable dan~ la rgparti~ion des nombres premiers, des deux formes 
4n-b 3, 4n q-1: la premiere forme en contient beaucoup plus que la seconde." 
Es ist - -  yon der Liteke im Beweise ganz abgesehen ~ der in der Un- 
gleichung (2) bestehende Tschebyschefsche Satz nicht in vollem Umfang 
in Herrn Ceskros Arbeit entwickelt. Herr Ces~o ist also im Irrtum, 
wenn er sp~ter**) unter genauer Wiedergabe der hetreffenden Stelle aus 
Tschebyschefs Brief an Fuss mein% zu dem Satz in seiner Arbeit gelan~ 
ZU sein. 

Da einmal yon der Reihe (4) 

1 1 1 1 
3 5 + ~ - + H  . . . .  

die Rede war, benutze ieh diese Gelegenheit zu einigen historischen Mit- 
teilungen fiber dieselbe, welche mehrere verbreitete Irrtfimer richtig steUen 
sollen. Schon Euler***) hatte mit dem Produkte 

H 
P 

p--1 
O 

, ( --1)  - 
p 

gerechnet, ohne dessen Konverg'enz zu beweisen, oder, was auf dasselbo 
hinauskommt, ohne die Konvergenz der Reihe (4) zu beweisen. Dieser 
unendlichen Reihe widmete Euler - -  gleichfalls ohne Rficksicht auf die 
Konvergenzfrage - -  sparer eine besondere Abhandlung'['). Merkwiirdiger- 
weise operiert auch Tschebyschef in einer A_rbeit'[Jf) aus dem Jahre 1851 
mit der Reihe (4), ohne ihre Konvergenz zu beweisen. Ta~s~ichlich 

*) ,,Sur une ta'ansfol~n~tion de sdries numdriques", Nouvelle correspondance 
ma~dma~2~ , Bd. 4, 1878, S. 305 ft. 

**) L'i~ferm(~liaire des rn~thdm~tic~ens, Bd. 7, 1900, S. 386--387. 
"~) ,,Introductio in analysin infiniternm", Bd. 1, Lausanne, 1748, S. 241. 

#) ,~De summa sexiei ex nnmeris primis formatae 31 51 ~__7_ .it_ ~ _ 1_~_ 1 7 1  1 1 1 

2r -~- 23 -~ etc. ubi numeri primi formae 4n - -  1 habent signum positivum, 

formae auf~u~ 4~ -I- 1 s i ~ u m  neg~vnm",  Opuscula analytica, Bd. -2, St. Petersburg, 
1785, S. 2&0f~; commen~iones  arif.hmeticae collectae, Bd. 2, St. Petersburg, 1849, 
S. n6ff. 

J't) , ~ o t e  sur diff~rentes sgries u, Journal de m a ~ i q u e s  pures et appliqudes, 
Seg~l, Be]. 16, S. 343--346; (Euvres, Bd. 1, S. 105--108. 
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begrtindet Tsehebyschef an jener Stelle hSchst~ns .die Existenz des Grenz- 
wertes 

~=~ 5 ~ + ~ - + " "  , 

wo s yon rechts an 1 heranrfiek~, u n d e r  bes~immt diese Konsf~mte 
nnm_erisch auf mehrere Dezimalstellen genau*). Wenn die Konvergenz 
tier Reihe (4) festges~ellt ist, so ist ihr Weft  ta~s'~chlich gleich jener Zahl (5). 

Nun ist ja, wie schon oben**) bemerkt, yon Herrn Mertens die Kon- 
vergenz der Reihe (4) bewiesen worden, so dab aUe hieraus fffiher ge- 
zogenen Schlfisse gerechffer~ig~ sin& Folgende G r a d e  lassen jedoch die 
Engscheidung der Frage nach dem wahren Konvergenzbereich der Reihe 

1 1 1 1 

(a)  a ~ ~, ~ V; + . . . . .  =, ' 

insbesondere die etwaige Besfiitigung der Vermutung ihrer Konvergenz 
1 

fiir s > ~-, als in weiter Ferne liegend erscheinen. Wenn die Reihe flit 
1 s > ~-konvergiert ,  so konvergiert s i e -  als Dirichle~sche Reihe w in 

1 
allen P u n l ~ n  der Halbebene ~ ( s ) >  ~ -  Dasselbe gilt alsdann auch yon 

der unend]ichen Reihe 

(_ T i (-- i) -~ i = log 1 i 
2p ~s 3p 8~ ~p~ ~-}~ , 

( - - x )  ~ 

F da die Zusatzreihe 

p--1 1 
. . . .  

in jener Halbebene konvergierk 

/ /  

1 konvergieren und eine reg~l~re, nicht verschwindende ana- f ~  ~(s )  > ~  

ly~ische Funkfion yon s dars~llen. Die ffir ~ ( s ) >  1 g~iltige OMeichung 

' ' Z H ' 
~=o ~ (--1) ~ 

1 

*) Dieser Wer~ finde~ sich auch schon in der auf S. 5~0, A nm t )  zitierten 
Eulerschen Abhaadlang auf S. 254 bezw. S. 125_ 

**) s. S. 5~9.  

Also wiirde das Produkt 
1 p--1 

1 ( - - 1 )  ~ 
pS 

(6)  1 
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I gelten und zeigen, dab die fiir ~(s)~> 0 kon- wlrtrde also far ~ ( s ) > - ~  
1 vergente unendhche Reihe in (6) in der Halbebene ~ ( s ) >  ~- nirgends 

verschwindet. Der e~waige Nachweis der Richtigkeit dieser Vermuhmg 
w~re ein analoges, also woM ebenso schwieriges Problem wie die Ent- 
scheidung der zur Zeit noch offenen Frage, ob wir~lich die Rieman~sche 

1 Z e t ~ n ~ i o n  in tier Halbebene ~ ( s ) ~  ~- yon 0 verschieden is~. 

Herr Tore l l i  glaubte neuerdings im Kap. 11 seiner groBen Mono- 
graphie*) fiber das Primzahlproblem den Beweis der Richtigkeit der 
Gleichung (6), also der Konvergenz des darin reehts auftre~enden Pro- 
duktes ftir alle reellen s ~ 0 erbrachg zu haben. Er entwickelg nSmlich 
dor~ vermeintlich allgemein fiir s ~ 0 die Gleichung 

(7) . ~  z (n) 
n = l  p I ~(P)' p" 

wo ~(n) ein yore Hauptcharak~er verschiedener Charakter modulo Mist**). 
1 

Schon aus der Konvergenz des Produktes in (7) fiir alle s > ~- wiirde 
die Konv.ergen~. der Reihe 

(8) p" 
P 

1 for s ~ ~ folgen, also fiir ~ (s) ~ 1 ~-, also die Richtigkeit der Oleichung (7) 
1 ftir ~ ( s ) ~  ~- und das Nichtverschwinden der Reihe 

(9) L(s) = ~_i ~i'-z(n) 
n----I 

ffir ~(s)>~-***) .  Jedoch enth~ilt Herrn Torelli~ Beweisfiihrung einen 

nnheflbaren Fehlschlu~t). Aus der Tatsache, da~ eine gewisse Fnn~ion 
G(x) f0r jedes kon s~ t e  m die Gleichung 

*) ,,Sulla to~ali~ dei humeri  primi fino ad un limitm assesaxato", At~i della 
R. Accadem~ delle science fisiche e ma~ematiche di Napoli, Sex. 2, Bd. 11, 1901. 

**) Ira vorliegenden Fall  ist M-~-4.  . 
m )  Dies bemerkt  Herr Tur,lli  nieht  einmal und schlieB~ (1. c., S. 158) aus (7) 

aur :  #d i e  Nullstellen tier Reihe (9), deren reeller Teil z wlschen 0 mad 1 liegt, sind 
ni~t roelL" 

: t )  1. c., S. 157, Z. 9w10. 
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V<x)) - 6 

erffillt~ scMiel~t n~mlich der Verfasser, dal3 lira G ( x )  existiert. 

Die irrtiimliche Ann,brae, die Gleichung (7) set ffir irgend ein s <  1 
bewiesen, finder sich noch in einer ktirzlich erschienenen ~otiz  yon 
Herrn Pe l l e t* ) .  Die Schliisse, welche derselbe aus (7) zieht, sind daher 
nnzul~issig. 

Ich erwi~hne noch~ dal3 ieh im Sehlul]paragraphen meiner Arbeit**) 
tiber die arithmetische Progression den ~achweis geftthrt babe, daft die 
unendliche Reihe 

(10) p8 
P 

fOx jedes reelle m und jedes s mit dem reellen Tell 1 konvergiert. 
W~re fiir irgend ein s < 1 die Konvergenz der Reihe (8) bekannt, so 
wiirde diese l~eihe (8) ftir den in der Konvergenzhalbebene gelegenen Punkt  
s ~ 1 ~ t i  gliedweise differentiierbar sein; die Konvergenz yon (10) w~ire 
also fiir jedes ganzzahlige positive m, also fiir jedes reelle m selbs~ver- 
stiindlich, und ich h~itte einen fiberflfissigen analytischen Appara~ auf- 
geboten. Aus diesem Grunde habe ich bier Weft  darauf gelegt, die 
Unrichtigkeit  aller bisherigen Begriindungen der Konvergenz yon (8) fiir 
irgend ein s <  1 zu konstatieren. Ich daft hinzuffigen, da~ ich den 
Herren Ces~ro und Torelli yon meinen Einwiinden schon vor einiger Zeit 
Kenntnis gegeben habe, und dal~ sie die Berechtigung derselben an- 
erkennen*~) .  

IID Herr T o r e l l i  bemerkt in ether No te t )  aus dem Jahre 1902, der 
Tschebyschefsche Satz fiber die Ver~eflung der Primzahlen 4n  ~ 1 und 
4 n  ~ 3 folge als Korollar aus Herin P o i n c a r g s ' ~ )  Un~ersuchungen fiber 
die komplexen Primzahlen a ~ - h i .  Dies ist jedoch nicht der Fall. Herr 
Poineard beweist nur diejenigen S~tze, die man spiiter zu der Folgerung 

lira f(x) --_ 1 
~=~. g(x) 

*) Sur un ~hgor~me de Lejeune-Dirichlet", Comptes rendus hebdomadaires des 
sgances de FAcadgmie des Sciences, Paris: Bd. 136, 1903, S. 1~35--1236. 

�9 **) I. c. (vergl. S. 528, Anm. ~)), S. 533--535. 
***) Vergl. auch die entsprechende MitCeilung Herrn Torellis am Ende der 

Rezension yon Herrn Vecchi tiber sein Buch, Bollet~ino di bibliografia e storia delle 
scienze matem~.tiche, Bd. 6, 1903, S. 48. 

j-) ,,Sur quelques th~ior~mes de M. Poincarg sur les id~aux premiers", t~endi- 
~onti del circolo matema~ico di Palermo, Bd. 16, S. 100. 

J'j') ,,Extension au.x nombres premiers complexes des th6x)r~mes de M. Tchebicheff", 
Journal de mat]agmatiques pares eL appliqu~ies, Ser. 4, Bd. 8, 1892, S. 25 ft. 

Mathemat i sche  A.unalen. LX_L ,~5 
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versch~rft hat und deren WSrtlau~ symmetrisch in den beiden Primzahl- 
arden 4n T 1 und 4n ~ 3 ist, da nut die Glieder hSchster GrSBenordnung 
betrachtet werden. 

Im folgenden beabsichtige ich nun einen neuen Beweis des Tscheby- 
schefschen Satzes mitzuteilen~ welcher einfacher ist als der Phragmgnsche. 
Ich beginne damit, in w 2 einen allgemeinen Satz tiber Dirichletsche 
Reihen zu entwickeln, der auch an sich yon Interesse erscheint. In w 3 
beweise ich dann unter Anwendung dieses Hilfssatzes den Tschebyschef- 
schen Satz. In w 4 ziehe ich einige andere Folgerungen aus den analy- 
tischen Hilfsbetrachtungen. 

w 
Wenn eine Potenzreihe 

(ii) ?~(x) = a o + ajx +... + a=x" ~- . . . 

mit endliehem Konvergenzradius R vorgeleg~ ist~ so folgt bekanntlich 
ohne spezielle Voraussetzungen aus der Tatsaehe, dab die Reihe in einem 
bestimmten Punkte auf dem Konvergenzkreise konvergiert oder divergJert, 
niches fiber die Frage, ob jener Punkt ein regul~rer oder singul~rer Punkt 
der durch die Reihe definierten analytischen Funktion ist. Es kann sich 
eben in beiden Fiillen beides ereignen. Manchmal jedoeh kann man aus 
den Koeffizien~n der Reihe Folgerungen fiber die analytische B[atur eines 
Randpunktes ziehen; in dieser Riehtung liegen ja zahlreiche Arbeiten der 
neueren Zeit. Einer der einfachsten S'~tze dieser Aft lautet: 

Sind alle Koe/~'zienten von einer gewissen Stelle an positi~, ist also 

a , ~ O  fiir n ~ m ,  

so ist der positive Punkt x ~ R des Konvergenzkreises sicher singuldr, mag 
die Reihe dort "]~mvergieren oder nic~at. 

Dieser Satz wurde trotz seiner Einfachheit zuerst im Jahre 1893 
yon Herrn V ivan t i* )  ausgesprochen. Ein Beweis wurde etwa gleich- 
zeitig yon Herrn P r i n g s h e i m  ~*) verSffentlicht; derselbe lautet folgender- 
maiden. ~ ~ re~ ~ sei irgend ein Punkt im Konvergenzkreise. Dann is~ 
ffir n ~> m 

1 
! ~--i.T ~(')(~)1-----, ~' (:)a'~'-" i ~ ~ (:)a,r'-" 

*) ,,Sulle serie eli poteDze", Rivista di matematica, Bd. 3, S. 112. 
**) ~ e r  Func~ionen, welche in gewis~en Punkten endliche Differentialquo- 

tienten jeder end]ichen Ordnung, aber keine Taylorsche Reiheneubwlckelung beAtzen", 
Mathemati~che Annalen, Bck 44, 189~, S. 42. 
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Die Koeffizienten der in der Umgebung yon ~ = re ~ fib konstant~s 

r (z. B . r =  R)  gtiltigen Potenzreihe 
O@ 

(i2) ~ (x) = ~ ~ 
n - - 0  

erreichen also yon dem Index n-=-m ab durchweg ihre Maximalwerte, wenn 
gerade r  0, ~ =- r  ist. Daher is~ der Konvergenzkreis der Reihe (12) far 
keine Stelle ~ mit dem absoluten Betrage r kleiner als filr ~ = r selbst; 
da auf dem Konvergenzkreise x~l = / ~  der urspdinglichen Reihe minde- 
stens eine singulgre Stelle liegen mu$, da also mindestens einer der Kon- 
vergenzkreise yon (12) fiir ~ = re'V' gerade den Radius B -  r haben mug, 
so mu$ dies sieher ffir den auf ~ = r bezfiglichen der Fall sein, d. h. 
x -=  R ist eine singui~ire Stelle. 

Derselbe Beweis steht auch in den Btichern yon Herrn H a d a m a r d * )  
und Herrn Vivan t i .**)  

Ein anderer Beweis des Satzes lautet folgendermaBen: Es sei be- 
stKndig a , > 0 ;  dies ist keine Einschr~nkung der Allgemeinheit, da es 
sich - -  unter der Voraussetzung a. > 0 ftir n _> m ~ stets durch Ad- 
dition einer ganzen rationalen Funktion erreichen 1KSt. Gesetzt, der 
Punkt  x = / t  wiire reguliir, dann hiitte die in der Umgebung yon x-= r 

(0 < r  < R, z. B. r =  ~ )  gebilde~e Potenzreihe 

Oo oo 

(13) ;Z X (:) 

einen Konvergenzradius Q > R -  r. Es sei / ~ - ~ p  irgend eine Zahl 
zwischen R mid r + Q~ also 0 < p < r + ~ - - / t .  Dann w~re die Reihe (13) 
ftir x = / ~  + p konvergent. Diese Reihe 

ist eine Doppe]reihe mit positiven Gliedern, l~iSt sich also beliebig ordnen. 
Es wire  also die dutch Vertauschung der Summationsfolge entstehende 
Reihe 

2:  (:) 2:~ + - 
*'=0 n = O  1'=0 ~'.=0 

s) ,,La sdde de Taylor et son prolongement aualytique", Pads  1901, S 21. 

**) ,,Teoria deHe funzioni ana!i~iche", Mailand 1901, S. 369--370; deuf~che Au~ 
gtrbr yon G u t z m e r  (Leipzig, 1906)~ S. 399. 
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konvergent~ d. h. die Potenzreihe (11)wtirde in dem aul~erhalb ihres Kon- 
vergenzkreises gelegenen Punkte R q-p  konvergieren. 

Dieser Beweis hat vor dem ersten den Vorzug, dab er den Satz yon 
der Existenz eines singul~ren Punktes auf dem Rande des Konvergenz- 
kreises einer Potenzreihe nicht vorau,ssetzt; abet schlieBlich ist es ja 
gleichgiil~ig, ob man den einen oder anderen Weg einschl~rt. 

Ganz anders verh~lt es sieh, wenn man die analogen Fragen ffir 
Diriehletsehe Reihen untersuehi, d. h. fiat Reihen yon der Form 

oder aUgemeiner 

F ( s )  = 

F ( s )  = 

wo ~ ,  ;L:, . . .  eine monoton ins Unendliche wachsende Folge positiver 
Gr~iBen ist. Bekanntlich ist das Konvergenzgebiet einer solchen Reihe - -  
yon den beiden extremen Fiillen abgesehen, dal~ die Reihe nirgends oder 
fiberall konver~ert - -  eine Halbebene, d. h. es gibt eine bestimmte reeUe 
Zahl 6, so dal~ die Reihe fiir ~ ( s ) <  6 divergiert, dagegen s ~ ( s ) >  6 
konvergiert und (wegen der gleichm~iBigen Konvergenz in einer gewissen 
Umgebung jeder Stelle dieser Halbebene) eine analytische Funktion daa- 
stell~. Das Verhalten a'uf der ,,Grenzgeraden" bleibt ebenso unbestimmt, 
wie das Verhalten der Potenzreihen (die ja Ftir 2, = n einen Spezials 
der Dirichletschen Reihen dars~ellen) aus dem l~ande des Konvergenz- 
kreises. Nun ist abet bekanntlich auf der Grenzgeraden ~ ( s ) =  6 einer 
Diriehletschen Re~e nicht notmendig eine singul~re S~elle der durch sie 
in der Halbebene ~ ( s ) >  ~ defmierten analytischen Funktion gelegen; 
s. B. hat die Dirichletsche Reiho 

1 1 1 
1 -- ~-r + ~, ~, + - . .  

die Grenzgerade ~ ( s ) =  0 and s~ellt doch eine ganze txanszendente Funk- 

n;4mlich ( 1 -  ~,)~(s), dar. Wenn also ~ Dirichletsche Reihen ein t, ion, 
# 

analoger Satz zu dem obigen Satze tiber Potenzreihen vorhanden ist, so 
wfi_rde sicher die erste tier beiden angeftihrt~n Beweismethoden versagen. 
Tat~chlich ist aber, wie nunmehr gezeigt werden soll, die zweite Me- 
Eaode imstande, den Satz zu beweisen: 

Wenn alle Koeffizienten einer Dirichletschen Reihe yon einer gewissen 
~elle an positiv sind, so ist der reelle Punkt ihrer Grenzgeraden eine sin- 
g,diire Stdle der Eunktion. 
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Znrn Beweise darf olme Beschri~nkung der Allgemeinheit angenommen 
werden~ dab alle Koeffizienten a, der gegebenen Reihe 

e~  

0 4 )  = 
~ 1  

positiv sin(], da man aaderenfalls (wenn nur ffir n ~ m a. ~ 0 ist) dies 
durch Addition einer ganzen trunszendenten Funktion 

~'~--1 

n = l  

stets erreichen kann. Gesetzt nun, es sei die reelle Stelle a der (~renz- 
geraden reguli~r, so wtirde, wenn a 1 irgend eine Zahl ~ a ist (z. B. 
(~z ~- a + 1) die Potenzreihe in der Umgebung yon s ---- a 1 

Oo 05 

(15) ~ ~ . F ( ~ ) ( a x ) ( s - - a l ) ~ = ~  are- ( - -X , )" (s - -~)"  

einen Konvergenzradius p ~ a ~ -  a haben. Es sei a - - p  irgend eine 
Zuhl zwischen 6~- -0  und 6, also 0 < p < 0 - - ( 6 1 - - 6 ) .  Dana konver- 
giert die Reihe (I5) ftir s = a - - p ;  d. h. die unendliche Doppelreihe 

1 

n--~0 v = l  

mit positiven Gliedern konvergiert, also auch die durch Vertauschung der 
Summationsfolge entstehende Reihe 

Do ~o OD 

1 
(2,,(61--a + p))~ = ~  a,e-%a, ea,(a,-~ 

v = l  n = O  v = l  

-~ ~ a~e-~'~(~- P); 

d. h. die gegebene Dirichlet'sche Reihe (14) wfirde in dem links yon der 
Grenzgeraden gelegenen Punkte s = a - - p  konvergieren. 

Der hier bewiesene Satz ist, so viel ich weil~, bisher nirgends aus- 
gesprochen oder angewende~ worden. Es wird sich im folgenden zeige~ 
dab er manche bekannte Untersuchungen wesentlich abzukiirzen gestat~er 
Dabei wird namentlich folgende Fasstmg angewendet werden: 

Wenn yon einer ~richletschen ~eihe, deren Koeffizienten yon einer ge- 
wissen Stelle an positiv sind, bekannt ist, daft sie mindestens fiir ~(s)  ~ a 
1;onvergiert, und daft die durch sie dargesteUte 2'unktion auf der Strecke 
6 o .< s <_~ a sich regul6r verhiilt (wo % irgend eine reeUe Zald < a ist), so 
l'onvergiert die Reihe mindestens i~ der Halbebene ~(s)  > a o. 
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Dies fol~ tats~hhch aus dem Satze. Denn nach ihm kann die 
Abszisse a der Grenzgeraden der Reihe nieht > ao sein, da sonst a eine 
singuliire Stelle der Funktion wiire; a ist aiso - -c r  oder endlich und ----<a o, 
d. h. die Reihe konvergiert (mindestens) far ~ ( s ) >  ~o und stellt in dieser 
Halbebene eine reguliire Funktion dar. 

w  

Es mSgen F 1 (s) und ~ ( s )  die Dirichle~schen Reihen 

A'~I(s) ---~ (2n~t- 1) s 
n=0 

(-- 1)" = 1 --  - -  
n----0 

1 1 
= I + y + y + . . . ,  

1 1 3~+g~ . . . .  

bezeiehnen. Die Grenzgerade der ers~eren ist ~ ( s ) =  1, der letzteren 
~(s)  ----- 0; ferner ist /72(s ) Ftir 0 <  s ~  1 yon Null verschieden, da die 
Glieder monoton abnehmen und abwechselndes Vorzeichen besitzen. Ferner 
ist fiir ~R(s)> 1 

(16) F l ( 8 )  -~- H 1 1 ,  
p 1 ps 

P (s) = 1 . - 1 ,  

( - -1 )  2 
1 p" 

(17)  

wo p a l le  u n g e r a d e n  P r / m z a M e n  durchli iuf~.  

1 

Aus (17)folgt,  dab ffir 

p--1 p--1 

P P . P 
p--1 

1 1 

p 

is~. Die letzte Summe ist in einer gewissen Umgebung jeder Stelle der 

1 gleichm~igig konvergent, stellt also eine in dieser Halbebene ~ (s) > y 

Halbebene reguli~re Funktion dar. Im folgenden mSgen in fortlaufender 
2qummerierung unter Ba(s), /~(s), - . -  Funktionen verstanden werden, 

1 
welche in der Halbebene ~ ( s ) >  1 und ffir reelle s _>_ ~-regulKr sin& 
D~nn is~ also ftir ~ ( s ) >  1 

p--1 

log F2(s ) = Z ( -  1) 2 1 

P P 
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also, da nach dem oben BemerkCen 

log F~ (s) =-/~ (s) 
ist, 

p - - 1  

2 '~ ( - -  1) (18) 

Nun folgt aus (16) 

da 

1 1 

p_~) 1 1 1 logFl(2s ) = -- ~ log ( 1 - 1  = ~  ~-~ -t- ~ (~ ~ + - . - )  
p p 1o 

1 

p 

bekan_ntlich ffir s = 1 eiaen Pol erster Ordnung besitz~, ist 

also 
log y~ (2~) = - ~og (~ - ~ )  + R~ (~), 

1 

P 

dies ~rgibt, in (18) eingesetzt, 
p - - 1  

ps 2 
P 

1 Die Gleiehtmg (19) zeig~, dag s = V  elne singuliire St;elle der dureh ~ e  
DirieMetsehe Reihe 

p - - 1  
2 

(20) ~ '  (- 1) p" 
p 

definiert:en Funktion ist~; die Abszisse der Grenzgeraden der Reihe (20) ist~ 
1 also zwisehen --ff (ink].) und 1 (inkl.) gelegen; sie liigt sieh zurzeit nieht 

bestimmen*), trod die Kenntnis itn'es We~es is~, wie sieh zeigen wird, 
erfreulieherweise Nr den vorliegenden Zweek unerheblieh. 

Ieh setze nun 
~ ( x )  = f ( x )  --  g(x) ,  

wo f ( x )  und g(x)  die auf S. 527 angegebenen Sedeutu,gen haben; ~(x) 

*) Vergl. S. 531--532. 
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is~ also der UberschuB der An~hl  der Prim~ahlen 4m + 3 ~_ x 
Anzahl tier Pr~m~.ahlen 4m + 1 _~ x. Es isg offenbar 

= 1 fiir Primzalden n = 4m + 3, 

r -- ~p(n- i) = -- i far Primzsklen n = 4m + i, 

= 0 fiir ~ndere ZaMen, 

and es ergib~ sich ~tir ~ ( s ) >  1 

p n~--2 

Durch partielle Summation erh~ilt man 

iiber die 

*~=g 9=2 

w e g e n  

ist ftir ~ t ( s ) >  i 

also 

(2i) 

Nun ist 

es konvergie~ 

i (x)l 

q,(x) -- O, lira (x + i)' 

p - - 1  

(n+ 
ID n=2 

1 1 s 

, ~ (x) 
-r (x + i)" 

n' (n + i)" r,~+ I 

n+l u 

s(s + l du )+3 ;  
n 

n,+-i 
n = 2  

fiir ~ ( s ) >  1; auBerdem ist wegen 

n + l  ~ n + l  ~ + 1  

s ( s +  1) u - ~ T - ~ t < t s i . l s + l l .  = du v~(,)+~ < 

~e 1~e~d 
n +_l u 

' s l . i s + l '  

n ~ (,) + 

in einer gewissen Umgebung jeder S~ello der Halbebene ~ ( s ) >  0 gleich- 
m ~ i g  konvergent; aus (21) and (22) ergibt sich a]~o 
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p - - 1  

P 

also in Verbindung mit5 (19) 
Oo 

~ - ~  ~ (n) _ 
(23) 

n = 2  

1 Ferner ist ffir !~(s)>-ff 

Z ~ ( n )  
= - s ~$~i + / ~ 8 ( s ) ,  

n = 2  

I log (s __1) + Rg(s). 
2s 

$ O0 

f ~  1 d8 1 

1 n=2 : + -'2- 
8 

1 

~ ( n )  (25) ~ log 
~ s +  1. 

n = 2  

(24) werde yon (23) subtrahiert: 

= ( 1 -  ~s)log ( s - -~ )  + R1, (s) 

= ~- (s--~-) log ( s - -~ )  +/~1 (s). 
Da bei Ann~iherung yon rechts 

lira (s- ~)log (s- ~) =0 
8~-- -- 

2 

is , so fo%  aus (25), 

( n )  log 

gesetz~ wird: die dureh die mindestens ffir ~ ( s ) >  1 konvergente Dirich- 
legsche Reihe 

O~ 

(26) ~ n~+V(n), 
m=2 

1 definierte analytische Funktion ~(s) ist ftir T < s ~ 1 regulgr und hat; 
1 in s =---ff eine si.~guliire St~lle; jedoeh n~ihe~ sieh bei ~miihenmg yon 

rechts an diesen Punkt die Funktion einem endlichen Grenzwert. 

Z log n 1 

S + - - -  - -  
n=~ n=~ n 2 logn ~ ;2  n .~ logn 

3 

n=2 n2 log n 

also, da ~(s) im Ptmkte s = 1 einen Pol erster Ordmmg mit dem Re- 
siduum i hat, 

(24) ~ ' Y  log n (S 1 ) - k -  ~ ,~  =--log -- /~10(S)- 
n = 2  
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Der zu beweisende Tschebyschefsche Satz s a ~  nun aus: wenn (~ eine 
beliebig gegebene positive GrSBe ist, so ist unendlich oft 

also 

(27) 

~(n) 1 < (~, 
Y~ 

log n 

V~ Y~ V~ 
- # 1Tg~ < w(n) log.  < ~' loz~, 

_ 0 ~ < v ( . )  < ~ V; 
log n log n 

Dazu braucht nur gezeigt zu werden, dab weder ftir alle n yon 
irgend einer Stelle an 

(28) ~,(n) > , ~ - -  

noch fiir alle hinreichend groBen n 

(2:0 

V~ 
log n 

~(.) < _  ~ V~ 
-~ log n 

seia kann. Denn, wenn dies bewiesen ist, schlie6t man weiter so: w~ire 
(27) nicht unendlich oft erfiillt, so wire ffir alle n yon einer gewissen 

V~ auBerhalb des Intervalles yon -- ~ (exkl.) Stelle an der Quotient ~p(n) : log n 

his 6 (exk.l.) gelegen. Wenn nun abet das Argument sich um 1 ver- 
mehrt,  so indert  sich dieser Quolient um eine Gr56e, welche flit n = cx) 
den Grenzwer~ 0 hat,  also ~ alle binreichend gTo6en n kleiner als 28  
ist; es ist nim]ich 

~ ( n ) : < n ,  q~ (n) -- cp (n -- l) ----1, 0 oder - - 1  

mid folglieh 
v(n-F1) V(n) 

log (n~  1) log n 
log (n~  1) 

-----'L ( ~ ( n +  1)-- r (n)) Vn + : 

n+l 

(n + i) ~ (n) 

log (n -~- 1) log n 

+ ~(n) \ ~;;-+ : V~ / 

<]og(n-~-I)  [ _ n l y (  1 logu~ [ 

n 

< log (n Jr-i) _~_ n -~- = -  

Y " +  1 2nyn  y n +  1 V-n + 2V~ 

hl~o wire  unter der Annahme, da~ der Tsehebyschefsche Satz falsch is~, 
entweder (28) oder (29) yon einer gewissen Stelle a~ erfiillt. 

Gesetzt nun, die Ungleichung (28) sei fiir a l l e n  ~ m erfiill~. Dann 
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w~iren aUe Koeffizienten der Diriehleischen Reihe (26) yon einer gewissen 
Stelle an positiv; die Anwendung des Satzes in w 2 ergibt also, dab die 

t 
Abszisse 6 der Grenzgeraden yon (26) nicht > y sein kSnnte. Dean 

nach dem auf S. 541 G.efundenen ist die dutch (26) definierte Funktioa 

1 1 1 fblgen, da ja die durch ffir y ( s ~_~ 1 regul~ir. Ans 6 ~ -2- wfirde 6 = ~- 
1 

die Reihe definierte Funktion im Punk~e -2- singuliir is~. In diesem Punkte 

divergiert die l~eihe (26) und zwar nach -~ c~, da f~ir n ~ m ihr all- 
gemeines Glied 

he- ~ n log  n 

1 
wiire. Die nunmehr ffir ~ ( s ) >  ~- durch die Dirichletsche Reihe 

~0 

(26) 
~ § 1 

n-----2 

dargestellte Funktion W(s) w~iehs~ infolgedessen offenbar bei Ann~iherung 

1 fiber alle Grenzen. Denn nach Annahme yon g yon rechts an s =-~-  

gibt es ein v----v(g),  so dab v > m und 

ist. Da nun 

.~ > 2 g  
n = 2 la  "-2-" 

l i m ~  v(n) ~ T V - ~  ~) 
I n -~-~ ~ n"-i." s = ~ n = 2  n=2 

1 1 
ist, so wiire fiir ~- ~ s ~ ~- + ~ (wo ~ nach Annahme yon g passend be- 

stimmbar ist~) 

also 

und a fortiori 

i ~ - 2  n - . ~ Z  " 

n.~ -kl 
n ~ 2  

~O 

Z v(n) > g .  

1 
~F(s) wiichs~ also bei Anniiherung an s----- -~-) yon rechts tiber alle Grenzen; 
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dies steht abet im Widerspruch damit, dab naeh S. 541 q~(s) bei jener 
AnnKherung gegen einen endliehen Grenzwm~ konvergier~. 

Genau ebenso ergibt sieh, daft die Ungleiehung (29) nieht ffir alle 
hinreiehend grugen n erfiillt sein kann, und damit ist der Tschebysehef- 
sehe Satz bewiesen. 

Offenbar fol~ ebenso, da$ unendlieh oft sogar 

f(n)--g(n) - - 1  < 
Vn log log n 

log n 

sein mug; denn die Annahme 

~V~ 
lo . log log,, 

ffihrt wegen der Divergenz yon 
r 

n log n log log n 
n = 2  

zu demselben Widerspruch wie oben (28). 

w  

Es sei hier noch eine andere Anwendung des Hilfssatzes in w 2 an- 
gegeben. Es vereinfachen sieh dutch ihn die Untersuehungen, welehe 
Herr E r h a r d  Schmidt*)  ~iber die Verteilung der Primzahlen angestellt 
hat; es wird n~imlieh die Anwendung eines Satzes yon Herrn yon Koch**) 
und damit der tieferen Eigenschaften der Riemannsehen Zetafuaktion 
entbehrlich. Dieser yon Kochscl~e Satz lautet: 

Unter der Annahme, daft die komplexen Nullstellen yon ~(s) s~mtlich 
1 

den reellen Tell -~ haben, ist fiir x > 2 

X 

u f i < x, 
2 

wo E(x)  die Anzahl der Primzahlen < x bezeichnet. 

*) ,,t~ber die Anzahl der Primzahlen unter gegebener Grenze", Mathematische 
Annalen, Bd. 57, 1903, S. 195--204. Herrn Schmidts S~tze versch~ld'en die :~hn]ich 
]au~enden Ungleichungen, zu denen vordem schon Herr Phragmdn gelangt war, vergl. 
des~en auf S. 528, Anm. ***) zitierte Abhandlung und seine Arbeit: ,,Sur une loi de 
symmdtrie relative ~. certaines formules asympto~iques", 0fversigt af Kongl. Vetenskaps- 
Akademiens FSrhandlingar, Bd. 58, 1901, S. 189--202. 

~*) ,,Sur la distMbution des hombres premiers", Acta mathematica, Bd. 24, 
1901, S. 182. 
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Herr Schmid~ beweist nun den Satz*): 

t, abe~ ** ), Wenn alle komplexen Nullstellen yon $(s) den reellen Teil ~. 

so ist oberhalb jeder Schranke die Ungleichung 

~g 

_ _ f  dy 1 I/X, (30) f(x) ~ogu < '-,~ ~og 

erfiillbar, wo f(x) dutch die Gleichung 

1 F(X I) 2V 1 ~i,(x~) + . . .  
f(x) = F(x)  + ~ -~ 

defniert ist. 
Um dies zu beweisen, setzt er 

~(x) = f(x) - -  lo~n '  
u = 2  

vers t eh t  un t e r  n 1 bezw. n. die Zahlen,  fib- welehe q ) ( n ) ~  0 bezw. ( p ( n ) < 0  

ist, und entwickelt zuni~ehsfi die mindes~ens f~r ~R(s)> 1 gtiltige Glei- 
chung***) 

(31) ~ ( n Q  log n 1 = ~ - -  ~ (m) ~ . i  + ~ ~i+ 1" l o .  ~ - A (s) 

8 

+ .  d \  ;(~) + t(s) ds  -- 7 ,. ;(s) + t(s) , 
a 

wo a irgend eine reelle Zahl > 1 ist und A'(s) eine fiir ~R(s)> 0 regxtl~ire 
~' (s) 

Funktion bezeichnet. Da W((si--J-C(s) sich im Punkte s = 1 regul~  ver- 

h~lt und da bekanntlich ffir 0 < s < 1 ~(s)=~ 0 ist, l~iBt sich (31) kurz 
so schreiben: 

~J~(--~-) log n 1 ~ - : ~ ( n ~ )  log n~ + G(s), (3~) x ~  ~+1  = ~  ~+~ 
n I I t  2 

1 
wo G(s) ffir reelle s > 0, also insbesondere ftir T < s ~  1 regul~ir ist. 

*) Ich zitiere hier einen Tell des bei Herrn Schmidt re.it I. bezeichnet~n Sa~zes. 
1 

**) Ffir den Fall, daft ~(s) Nullst~llen mit reellem Teil ~ -~ -  besitzt, beweist 

Herr Sehmidt die Richtigkeit der Ungleichung (30) wesentlich elemen~arer. Ubrigens 
mache ich in der Beweisanordnung des Text, es keinen Gebrauch yon jener Annahme 
fiber die Nullstellen. Vielmehr wird sich aus der - -  als unrichtig nachzuweisenden-  

1 
Annahme (33) yon selbst ergeben, dab alsdann ~(s) ffir ~R(s)~-~-yon .Null ver- 
schieden w~re. 

***) 1. c., S. 200, Gleiehung (7). 
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Herr Schmidt nimml nun - -  um daraus einen Widerspruch herzulei~en 
an, dag fiir alle hinreichend grogen x 

Vn, 
( 3 3 )  - < 

is~, wo c eine positive Konstante bezeichnet. Daraus fol~ die Kon- 
vergenz der Summe auf der rechten Seite yon (31) und (32) fiir 

1 
~(s )  ~ ~-- Um nun schliegen zu kSnnen, dab auch die Summe auf der 

1 konvergiert, trod dunn go- linken Seite yon (31) und (32) far 9 t ( s ) > - E  
i 

wisse Grenziibergiinge gegen die Gerade ~ ( s ) = - E  ausfiihren zu dtirfen, 

wendet Herr Schmidt~ die aus dem yon Kochschen Satze folgende Relation 

qp (n~) < Cons~. Vn 1 log n 1 

an. Tatsiichlich kann man abet mit alleiniger Anwendung des Hilfssatzes 
in w 2 folgendermaBen schliegen. Die fib ~ ( s ) >  1 durch die Dirichlet- 
sche Reihe 

~ w(n~) log n 1 

1 
mit positiven Koeffizienten definierte Funktion ist ftir ~ - < s ~  1 regular; 

1 
also konvergiert diese Dirichletsche Reihe fiir ~ ( s ) ~  ~ -  Jetzt kann 

der Be'weis des Satzes auf S. 545 weitergehen wie bei Herrn Schmidt. 
Analog zu dem Satz in w 2 lassen sich auch die analytischen Hilfs- 

s~tze, welche Herr P h r a g m d n  a. a. 0.*) entwickelt, beweisen, und zwar 
so, da~ ein TeLl der Voraussetzungen fallen gelassen wird. Dadarch I~Bt 
sich z. B. der Phragmgnsche Beweis des Tschebyschebchen Satzes so dar- 
stellen, daft der (a. a. O. tinter Benutzung der Funktionalgleichung zwischen 
den hrgumenten s mid 1 -  s gefiihrte) Nachweis der Ungleichungen 

(-- i)~ + o, + + o 
s,-~O 

ffir den Kreis Is --  11 =< 1 entbehrlich wird. 
Jene Modifi.kation sei zuniiehst bei dem ersten der Phragm6nsehen 

S~tze ausgefiihrt: 
Es sei qo (x) eine Funktion der reeUen Variabeln x, a eine Konstante 

1; es konvergiere das lntegral 
t ~  

j (x) z- ' - l  dx 

*) S. seine auf S. 528, Anm. ***) zitierte Abhandlung mid auch Beine Note ,,Suit 
la distxibution des nombres premiers", CompCes rendus hebdomadaixes dos sdances de 
1,Acaddmie des Sciences, Paris. Bd. 114, 1892, S. 337--340. 
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fiir ~ ( s )  > 1, und es sei die dutch das Integral dargestellte Fun~'lion a~ 
aD 

der Stelle s-= 1 reguliir und lasse sieh in eine Potenzreihe ~ a . ( s - -  1)" 

entwickdn, deren Konvergenzradius :> 1 ist; dann kann nicht fiir alle x 
yon einer gewissen Stelle an 

~(x) > ~ 

sein, wo ~ eine positive Konstante ist. 
Der folgende Beweis dieses Satzes setzt nicht voraus, dab die Fuuktion 

fiir i s -  1 1 ~  1 regulitr ist, sondern nur, dat~ sie auf dem Sttick der 
reellen Achse 0 ~ s ~ 1 regular ist. 

Gesetzt, es sei yon einer gewissen Stelle an (f/Jr alle x ~ xo) 

> 

olme Beschdiakung der Allgemeinheit kann x o = a angenommen werden, da 

xo 

f : r ' -  l dx 
6r 

eine ganze transzendente Funktion ist. 
Das Integral 

Y 
divergiert, da der Integrand > ~x -1 ist. Da nun ftir jedes x >  a der 
Integrand r -~-~ mit abnehmendem reellem s zunimmt, so gibt es eine 
gunz bestimmte Zakl fl zwischen 0 (inkl.) und 1 (inkl.) derart, da~ das 
Intega-al 

o~ 

(34) F(s)  ~ / r  -~-1 dx 
s 

fiir s < f l  divergier~, fiir s >  fl konvergieri.*) In der Halbebene ~R(s)>fl 
ist wegen 

sicher das Integral konvergent und zwar gleichmitt3ig in einer gewissen 
Umgebung jeder Stelle; (34) stellt also ftir ~ ( s ) > / 3  eine regulgre ana- 
lytische Funktion dar. Da 0 ~ fl ~ 1 is~, ist nach Voraussetzung die fiir 
~(s )  > 1 durch das Integral (34) definierte Funktion im PunkCe fl regul~ir. 

*') Bekanntlich l~fit sich, auch ohne die hnnahme, dal~ ~ (x) konst;antes u 
c o  ,~ 

besitz~, beweisen, dat~ der Konvergenzbereich des Integrals .f~p (x) x -~-  1 dx eine 

Halbebene is~; aus der Konvergenz flit s o folgt nitmlich die Konvergenz fitr jedes sx, 
da~ die Ungleichung ~R(sx) > ~R(so) eft/flit. 
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Es sei ~, irgend eine Zahl ~ fl (z. B. ~,-~ 2). Die Taylorsche Reihe 
in der Umgebung der Stelle ~, ist, da Differentiation unter dem Integral 
zeichen gestaff~et is~, 

~ l  On(S--V) n ~ 1 F<n) (V) (s --  V) n 
n ~ O  n----O 

o~ oO 

_2:(--fl - (x) log  dx  ( s - -  
n = O  ~z 

und ihr Konvergenzradius Q w~re ~ 7--f l -  Es sei f l - - p  eine Zahl 
zwischen 7 --  ~ und fl, also 0 ~ p ~ ,o --  (7--  fl). Dann w~ire 

n ~ O  n ~ O  (~ 

]~onvergent, also auch, da alle Elemente positiv sind, das durch Ver- 
tauschung dot Summation und Integration entstehende Integral 

~O QD r 

a n ~ O  

oo 

=- f ~ ( x ) x - ~ - ~ ) - ~  dx; 
f f  

d.h .  das Integral (34) wiirde fiir s - - - - f l - -p  konvorgieren, und fl w•re 
gar nicht der Grenzpunk~ der Konvergenz auf der reellen Achse. Also 
Ftihrt die Azmahme r ~ (ftir alle x ~ x 0) zu einem Widerspruch. 

hllgemein gesprochen, geht aus diesen Entwickelungen folgende Tat- 
sache hervor: 

~s  erfiille eine Funktion r fiir x ~= x o (x o wird ~ ' 1  angenommen) 
die Ungleichu~g 

___> o; 
es sei das Integral 

QO 

f x I dx 
Xo 

weder fiir alle reellen s, noch fiir kein reelles s konvergent, es gebe also 
ein bestimmt~s fl derart, daft das Integral fiir s ~ fl divergiert, fiir s ~ fl 
konvergiert. Dann ist s : - f l  eine singuliire Stelle der in der Halbebene 
~(s )  > fl durch das Integral definierten analytischen Funktion. 

Diese Tatsache fiihrt auch mit Leichtigkeit zu einer Verschiirfung 
des yon Herrn Ph ragm~n*)  kiirzlich bewiesenen Satzes: 

*) Vergl die auf S. 544, Anm. *) zitier~e Arbeit. 
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Es sei x o ~ 1, ep(x) eine redle _Funktion yon x, u n d e s  konvergiere 
alas Integral 

(35) .~ ~(x) l x-'- ' dx 
;Co 

f l i t  s > So; die alsdann fiir ~(s)  > s o durch eTas .Integral 

(36) f ~(x)~-.-~ dx 
xo 

definierte Fun]~tion (1)(s) sei im Kreise s -  Sol ~ O regu~iir. Es sei a 

eine reelle Za~d > s o - -  O, k eine ganze Zahl ~ O) und es werde zur 
Abkiirzung 

u fiir u>O, 
{u}= 0 f i i r  u-~O 

gesetzt; clann sind die Inter'ale 
oo 

<37) . /]  ~(x)} x-o-~(log ~)-~ dx 
3r o 

~und 

(38) f { -  ~(x)} x---'  (log x) -k dx 
2g o 

vntweder beide konvergent oder beide divergent. 
Die folgende Beweisanordnung setzt nur voraus, dab die Funktion 

<P(s) auf der geradlinigen S~recke s o =~ s :> s o - - 0  regul{ir ist, nicht, dal~ 
sie im ganzen Kreise i s - - S o l <  0 regul~ir ist. 

Es sei etwa das Integral (37) s ein spezielles Wertepaar a, k 
konvergent; dann soll bewiesen werden, dab (38) konvergiert. 

Durch k-malige Integration bezw. Differentiation des Integrals (36) 
ergibt sieh, dat~ das Integral 

QO 

.fl~ (x) x-,- 10og x)-k dx 
X o  

in der Halbebene ~ ( s ) >  s o eine reguli~re Funktion W(s) darstellt; dieselbe 
Jst zufolge der Voraussetzung liings der Strecke s o _~ s _~ a ~brtsetzbar.*) 
Das Integral 

QO 

f {  (p(x) } x -* - '  (log x) -k dx  
XO 

stellt wegen der Konvergenz yon (35) ftir ~ ( s ) >  s o gleichfalls eine 
regul~ire Ftmktion dar, die wegen der Konvergenz yon (37) filr s > a  
regul{ir ist. 

*) Falls a ~-s o ist, heiBt dies, dab die Fuaktion im Punk~ s o regml~r ist. 
M a t h e m a t i s c h e  A n n a l e n .  L X I .  ~ 6  
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D~ nu l l  

t -  ~(x)} - l~(x) } - ~(~) 
ist. so folgt aus dem vorigen: die for ~ ( s ) >  s o clutch das Integral 

oO 

(~9) f { -  ~(x) } ~_,-1 (log ~)-~ dx 
Xo 

defmierte Funktion ist for reelle s > a regulKr. Nach dem Satze auf S. 548 
ist also der Grenzpunkt fl der Konvergenz fOr das Integral (39) nicht grSBer 
als a, also entweder - - c o  oder endlich und ~ ~. Falls fl = -  oo oder 
fl < a is~, so ist (39) far s = a konvergent und die Behauptung ist be- 
wiesen. Falls fl = a is~, muB (39) aueh f~r s = a konvergieren. Denu 
sonst wtirde das Integral 

~O 

j ' {  - -  9 ( x )  } x - " - 1  ( log  x) -j' dx  
xo 

geg, en + oo divergieren; in der fOr s > a giiltigen Gleichung 
oO 

�9 (s)=--[{~(x)Ix-"-~(logx)-~dx --~(x)}x-"-~(logx)-edx 
Xo Xo 

worde also bei Abnahme yon s zu a das erste Integral gegen einen end- 
lichen Grenzwert konvergieren und das zweite gegen + oo divergieren, 
in Widerspruch damit, dab die Funktion qJ(s) im Punl~te a regul~ir ist, 
also bei jeder Ann~iherung an diesen Punk~ einen Grenzwert besi~zt. 

B e r l in ,  den 6. Juni 1905. 


