LE FONCTEUR DES INVARIANTS SOUS L’ACTION DU PRO-p-IWAHORI
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Résumé. — Soit F' un corps p-adique d’uniformisante 7. Le foncteur des invariants sous ’action du pro-p-
Iwahori associe & une représentation lisse modulo p de G = GL2(F') /7 un module & droite en caractéristique
p sur la pro-p-algébre de Hecke de G. Nous étudions les propriétés de ce foncteur selon la nature du corps
F. Lorsque F' = Qy, il fournit une équivalence de catégories entre les représentations lisses de G engendrées
par leurs invariants sous l'action du pro-p-Iwahori d’une part, et les modules & droite sur la pro-p-algébre
de Hecke d’autre part. Nous donnons des exemples de corps F' pour lesquels ce résultat est faux.

Abstract. — Let F be a p-adic field with uniformizer w. Given a smooth mod p-representation of
G = GL2(F)/m, we consider its subspace of invariants under the action of the pro-p-Iwahori subgroup and
get this way a functor taking values in the category of right modules over the pro-p-Hecke algebra with
characteristic p. We show that if F' = Q,,, this functor restricted to the representations generated by their
pro-p-invariants is an equivalence of categories, and give examples of other p-adic fields for which it is not
the case.

1. Introduction

Soit p un nombre premier, F' un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle p d’anneau
d’entiers noté ¢. On en fixe une uniformisante 7. En 1994, L.Barthel et R.Livné (|1], [2]) ont classifié
les représentations irréductibles de G = GLy(F')/m qui sont des sous-quotients d’induites paraboliques
et montré qu’il existe des représentations irréductibles supercuspidales, qu’ils n’ont pas classifiées et
qu’ils ont appelées supersinguliéres. En 2001, C.Breuil a classifié ces représentations supersinguliéres
dans le cas particulier ot F' = Q,, ([3]).

Le cadre de la caractéristique p fait jouer un rdle particulier & I'unique pro-p-Sylow I(1) du sous-
groupe d’Iwahori standard de G : on dispose du foncteur des I(1)-invariants noté 1) | de la catégorie
des F,-représentations lisses de G dans la catégorie des modules a droite sur la pro-p-algébre de Hecke
HFP(G,I (1)). Dés que la représentation est non nulle, son espace des I(1)-invariants est non nul.

Inversement, il existe un foncteur naturel noté .7 de la catégorie des HF,,(G7 I(1))-modules a droite

dans la catégorie des représentations lisses de G engendrées par leurs [ (1)-invariants qui consiste a
associer a un module M la représentation M @4 (,1(1)) Fp[Z(1)\G] obtenue par produit tensoriel avec
P

le pro-p-module universel. Il est donc naturel d’approcher 'étude des Fj-représentations de G via celle
des HE)(G, I(1))-modules a droite et celle des propriétés des foncteurs (M) et .7 (1),

En 2001, M.-F. Vignéras a classifié les modules simples sur la Fp—algébre de Hecke du pro-p-Iwahori
de G (|9]). Parmi ces modules, elle a identifé ceux qui proviennent, via le foncteur des I(1)-invariants, de
sous-quotients irréductibles d’induites paraboliques. Il convenait alors d’appeler les autres des modules
supersinguliers. Lorsque F' = Q,, le foncteur des I(1)-invariants met en correspondance bijective les
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F,-représentations irréductibles de G avec les HFP(G’I (1))-modules simples. Cette correspondance

associe les F)-représentations supersinguliéres classifiées par C.Breuil avec les HFP(GJ (1))-modules
simples supersinguliers. En 2003, pour F' un corps p-adique quelconque, V.Paskunas a associé a chaque
HE,(G’ I(1))-module simple supersingulier une représentation supersinguliére de G dont 'espace des
I(1)-invariants a pour socle ce module simple supersingulier ([6]).

L’objet de cet article est d’explorer les propriétés des foncteurs 57 M et 7M. Le foncteur W est
exact si et seulement si le corps résiduel de F' est de cardinal premier, égal & p ([4]). On note ¢ le
cardinal du corps résiduel de F'. Nous démontrons ici le résultat suivant,

Théoréme. —  a) Supposons que F' = Q,. Les foncteurs TW et #Y fournissent des équiva-
lences quasi-inverses entre la catégorie des HFP(G,I(l))—modules a droite et la catégorie des IF)-

représentations de G engendrées par leurs I1(1)-invariants.
b) Ce n’est pas le cas si ¢ > p ou bien si F' =TF,((T)) avec p # 2.

Lorsque F' = Qp, la premiere assertion du théoréme permet en particulier de retrouver le résultat
de C.Breuil de classification des Fp—représentations lisses irréductibles de GG. Elle montre de plus que
la bijection entre ces représentations irréductibles et les HFP(G, I(1))-modules simples classifiés par
M.-F.Vignéras provient d’'une équivalence de catégories.

1.1. Algébres de Hecke et modules universels. —

1.1.1. — Toutes les représentations considérées sont lisses : les stabilisateurs des points sont ouverts.
Soit R un anneau commutatif unitaire d’unité 1. On appelle caractére une représentation de dimension
1. Soit K un sous-groupe ouvert compact de G et o : K — GL(V') une R-représentation de K de type
fini sur R. On note ind%o l'induite compacte de o. L’algébre de Hecke Hr(G, o) est I'algébre des
entrelacements
Hr(G,0) = Endpg (md[G( o).

On suppose que o : K — R* est un caractére. Un base de l'induite compacte du caractére o est
I'ensemble { frg0, g € K\G} ot l'on note fxgy o I'élément de ind%o de support Kg et de valeur 1 en
g. L’algébre de Hecke de o s’identifie avec la composante (K, o)-isotypique de indf{a munie du produit
de convolution décrit par [9] A.1.

On suppose que o = 1 est le caractére trivial de K. On note alors Hr(G, K) son algébre de Hecke.
L’induite compacte ind%1 s’identifie avec le R[G]-module universel R[K\G] des fonctions & valeurs
dans R et & support fini dans I’ensemble des classes a droites de G modulo K. On notera 1x 1’élément
générateur fi 1 égal a la fonction caractéristique de K. Le module universel R[K\G] est naturellement
un Hp(G, K)-module a gauche.

Si (p, V) est une R-représentation de G, son espace des K-invariants est un Hg(G, K)-module a droite.

1.1.2. — Le R|G]-module universel R[K\G] définit les deux foncteurs 7 et J# suivants :
— le foncteur .7 de la catégorie des Hr(G, K)-modules a droite dans la catégorie des R-représentations
de GG engendrées par leurs K-invariants :

Mv— M ®'HR(G,K) R[K\G]a

— le foncteur JZ dit des K -invariants de la catégorie des R-représentations de G engendrées par leurs
K-invariants dans la catégorie des Hr(G, K)-modules a droite :

V — Hompq)(R[K\G], V) =~ VE.
Le foncteur .7 est adjoint a gauche de 7.

Soit M un Hi(G, K)-module a droite et V' une R-représentation de G engendrée par ses K-invariants.
On a un morphisme de Hr(G, K)-modules a droite

1) M — (M @y x) RIK\G)X ~ # 0 T (M)
m +— meIlg.
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Si l'espace des K-invariants de R[K\G]| en est un facteur direct comme Hpg(G, K)-module, alors
l'application (1) est injective.

On a un morphisme surjectif G-équivariant
(2) T oA V) = VE @m0 RIK\G) = V
défini par v @ 1 — v pour tout v € VK.

1.1.3. — Soient K = GLy(0) et I C K le sous-groupe d’Iwahori standard : c’est I'image inverse par
la réduction modulo 7 du sous-groupe de Borel B de GLy(F,) des matrices triangulaires supérieures.
On désigne par (1) 'unique pro-p-Sylow de I. On identifie les sous-groupes K, I et I(1) de GLa(F)
avec leurs images respectives dans G = GLg(F')/7m. Les sous-groupes ouverts et compacts I et I(1)
sont normalisés par ’élément
oy
T 0)°

Toute E,—représentation non nulle de G admet un vecteur non nul invariant par le pro-p-groupe I(1)

(]1] lemme 3). Tout Fp-caractére de I est trivial sur I(1) et s’identifie avec un caractére du tore fini
T(Fy) de GL2(F,) & valeurs dans Fy.

Notation 1. — On note I(1)" (resp. I(1)”) lintersection de I(1) avec le sous-groupe de G des
matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures). On a la décomposition d’Twahori standard pour
I(1) : tout élément de I(1) s’écrit comme un produit d’un élément de I(1)*, d’un élément diagonal de
I(1) et d'un élément de I(1)~. On note I(1)* le sous-groupe de I(1) engendré par I(1)* et I(1)~.

1.1.4. Les propriétés du foncteur des I(1)-invariants sont encore énigmatiques. On dispose toutefois
du critére d’irréductibilité suivant ([9] 4.3) :

Proposition 1.1 (Critére d’irréductibilité). — Soit (p,V) une F,-représentation non nulle de
G engendrée par son espace VI des I(1)-invariants. Si le HFP(G’ I(1))-module & droite VIV est
irréductible, alors la représentation (p, V') est irréductible.

1.2. Résultat principal. — Nous allons noter 71 et 20 (resp. T et ) les foncteurs définis au
paragraphe 1.1.2 par le Fy-module universel F,[I(1)\G] (resp. Fy[I\G]) relatif au pro-p-Iwahori (resp.
a I'Iwahori).

Proposition 1.2. — Supposons que le corps résiduel de F est de cardinal p. Pour tout ’HFP(G,I(l))—
module a droite M, le morphisme de Hg (G, I(1))-modules a droite

M — W 70 (M)
m m & 1)

(3)

est ingectif. S’il est de plus surjectif pour tout M, alors les foncteurs T et (1) sont des équivalences
de catégories.

Démonstration. — L'injectivité de (3) est assurée par [4] 2.1.3. Les foncteurs (1) et (1) étant
adjoints I'un de I’autre, ils constituent des équivalences de catégories si et seulement si () o. 70 ~ id
et 7W o #V ~ id. Sous I'hypothese de la proposition, le premier isomorphisme est vérifié. Soit V
une F,-représentation engendrée par ses I(1)-invariants. On a défini au paragraphe 1.1.2 un morphisme
surjectif G

(4) TWoM(V) — V.

L’hypothése de la proposition appliquée au HE)(G, I(1))-module a droite (M) (V) dit que I'espace des
I(1)-invariants de .7 (1) o 20 (V) est égal a l'ensemble {v® 1k, v € VIM1, La restriction & cet espace
du morphisme (4) est injective. Puisque toute F)-représentation lisse non nulle de G admet un vecteur

I(1)-invariant non trivial, on en déduit que (4) est injectif.

O
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Nous allons démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 1.3. — a) Supposons que F' = Q,. Les foncteurs TW et 2D sont des équiva-
lences quasi-inverses entre la catégorie des Hﬁp(G,I(l))—modules a droite et la catégorie des

F,-représentations de G engendrées par leurs I(1)-invariants.
b) Supposons que l'on est dans l'une des deux situations suivantes :
“p£2 et F=F,((T)).
- q>Dp. -
Il existe un HE)(G, I(1))-module & droite simple supersingulier M) tel que le [, -espace vectoriel

AN o 7MW (M) est de dimension infinie.

Sous les hypothéses b), les foncteurs 7 (M) et (M) ne sont pas des équivalences de catégories. En effet,
un HFP(G’ I(1))-module simple supersingulier est un Fj-espace vectoriel de dimension finie, égale a 2

(19])-

1.3. L’arbre de PGLy(F). —

1.3.1. — On désigne par 7 l'arbre de PGL2(F). On se réfere a [8]. Nous adoptons les conventions
et notations de [4]. L’ensemble des sommets de 7 s’identifie avec 'ensemble des réseaux de F? a
homothétie prés et 'on en fixe I'origine en le sommet ¢y correspondant au réseau & @ €. Cet ensemble
est muni d’une action transitive de G et s’identifie avec I’ensemble des classes a gauche G/ K. L’ensemble
des sommets de I'arbre est naturellement muni d’une distance d. Nous considérons les arétes de 7T
comme orientées. L’action de G sur ’ensemble des sommets induit une action transitive sur I’ensemble
des arétes. On note u l'aréte d’origine ¢ et d’extrémité wwcy. Son stabilisateur est égal au sous-groupe
d’Iwahori I et I'ensemble des arétes de 'arbre s’identifie avec les classes & gauche G/I.

Soit v une aréte. On désigne par v I'aréte opposée & v. Toute aréte d’origine ’extrémité de v, distincte
de v, sera dite adjacente & v. On appelle faisceau issu de v I'ensemble des ¢ arétes adjacentes & v.
L’action de G sur I’ensemble des arétes transforme un faisceau en un faisceau.

1.3.2. — Onnote [.]: F; — & lapplication de Teichmiiller et I'on identifiec F} avec & via
a: IFqN — 7
(@j)jen — 2 m[xy].
JEN

Pour tout ¢ > 1, on plonge IFfI dans IFI; en identifiant (xg,...,z;—1) € JFZ avec l'élément
(20, .oy i—1,0,0, ...... ) de IFqN. L’image de IF‘fI par a est un systéme de représentants de &'/7'0.
Lorsque F' = F,((T")), I'identification a est un morphisme additif de F§ , muni de l’addition coordonnée
a coordonnée, dans 0 = F,[[T]]. Lorsque F' est I'extension non ramifiée de Q, de corps résiduel Fy,

I'anneau des entiers de F' s’identifie avec I’anneau des vecteurs de Witt a ccefficients dans [F;,. On note
Q € Fy[X, Y] la réduction modulo p du polynéme & ccefficients entiers

XP+YP — (X +Y)P
. .

Lemme 1.4. — On suppose que F' est l'extension non ramifiée de Q, de corps résiduel F,. Soient
i>1, x = (xg,...,z;) € IF;H etseF, Ona

. . A
P 1[5] +a(xg, ..y xi—1,25) = a(x, ., $ + Ti_1,2; + Q(sl/p,xiizi)) mod pt1o.
Démonstration. — Le lemme s’obtient par un calcul sur les vecteurs de Witt. (Comparer avec le lemme

3.1.6 [3]).
0
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1.3.3. Indexation des sommets et des arétes de l’arbre. — On pose 98 = w1, gé =1et pouri > 1,

et r € Ffl, on définit
o [(—a(x) =t 1 1 0
gz - < 1 0 9 ga: - 77‘(’@(5{7) 7TZ .

Un systéme de représentants des classes & gauche de G modulo K est donné par :
(5) G ={l,w,g;w, pourec {0,1},z € Fé,i > 1}.
Pour g € G, on parlera parfois du sommet g pour désigner le sommet gcg. L’ensemble des sommets &
distance ¢ > 1 est
0 1 i i—1
{gxw, gy@, pour z € Fy, y e F7 '}
Les sommets {glwecy pour y € [y, i € N} dont dits de type 1. Les autres sommets sont dits de type 0.

Remarque 1.5. — L’action de w? sur les sommets de l’arbre est triviale. Soit i > 1, x € Fé. La

translation par @ envoie le sommet g0 de type 0 & distance i sur le sommet glo de type 1 a distance
1+ 1.

Un systéme de représentants des classes a gauche de G modulo I est donné par (|3]) :

(6) {1,495 @, 95w, pouree{0,1},z € F},i>1}.

Soient € € {0,1},i > 1,z € IE‘fI. L’aréte

(7) ug = geu

est I'unique aréte sortante d’extrémité (gSw)co. Elle est dite de type €. Le faisceau issu de uf, est indexé
par Fy : c’est Vensemble {uf, ., s € Fg}.

Remarque 1.6. — L’élément (gSw), qui envoie @ sur uf, envoie le faisceau issu de @ sur le faisceau

issu de uS. Plus précisément, I'aréte u0 adjacente & @ est envoyée par translation par (gSw) sur I'aréte
€ 3 S €

Uiy ) adjacente & uf,.

Notation 2. — Pour alléger les notations lorsque l'on travaillera avec les ¢ + 1 arétes {u, Ug}squ

d’origine cp, on les notera simplement {u,us}scr,. Par convention, u est dite de type 1.

Notation 3. — Soit i € N. Nous adopterons la convention suivante : tout élément de Fé“ se décom-
pose sous la forme (z, s) avec z € F}, et s € Fy. Si i = 0, alors on pose z = ) et (0, s) = s.

1.3.4. Action de I(1) sur les arétes de l’arbre . —

Lemme 1.7 — L’action de I1(1) sur les arétes de T conserve la distance, ['orientation et le type des
areétes.
Démonstration. — L’action de K D I(1) sur les arétes conserve la distance et l'orientation. Pour

prouver que laction de I(1) conserve le type des arétes on vérifie que I’ensemble des arétes d’origine
cp est partagé en deux orbites sous l'action de I(1) : celle de u d’une part, et d’autre part celle des ¢
arétes sortantes de type 0, {us, s € F,}. Puis on procéde par récurrence sur ¢ € N. O

Pour comprendre comment un élément de I(1) donné agit sur une aréte de 'arbre, il faut comprendre
comment 'addition dans 'anneau & se refléte dans F Iqw via 'identification a. Dans le cas ou F' est une
extension non ramifiée de Q,, nous ferons par exemple usage du lemme 1.4. Illustrons cette observation
au travers d’exemples.

Soient § € 0, i €N, z = (z0,...,2;) € Fit!, on a

e (D03
<7Tﬁ 1) " <7r/6 1> <—7ra(x) ﬂiH):(—W(a(x)—ﬂ) 7ri+1>.
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Ezemple 1.8. — Soit s € F,. On a a(z) + 7'[s] = a(zg, ..., ¥; + s) mod 710 et

1 —'[s]\ o 0
(0 1 >“ = Ungiorirs):

—7Ti+1[8} 1 Uy = u(:c(),...l‘ifl,l‘i-i-s)'

Ezxzemple 1.9. — On suppose que ¢ > 1. Soit s € F,.
1. Si F =TF,((t), On a a(z) + 7~ [s] = a(zg, ..., vi—1 + 8, 2;). Ainsi

L =7\ o _ o
u - U(IOr--yxifl'f‘S»Ii)’

1 0\ 1
_ﬂ-i[s} 1 Yo = u(10’~~-7$i71+s,zi)'

2. Supposons que F' est '’extension non ramifiée de @, de corps résiduel F,. Par le lemme 1.4 on a
a(z) + 7 1s| = a(zo, ..xi_1 + 5,2 + Q(s'/?, xiﬁ’i))) mod 1@ d’on

L —m"Usl\ o _ o
0 1 Yo = u(iow-,Ii71+57$i+Q(81/p,mgﬁ))’

U

/‘_\

'\i.?—‘
=)

—= O
~_
IS
8] =
Il
—

(20,0 i 1+8,24+Q(s1/P, 2l /P))

1.8.5. — D’aprés le lemme 1.7, les applications s§ et r introduites par le lemme suivant sont bien

définies. Nous énongons leurs propriétés. On note IF((JN) la réunion des images de }Fz, 1 € N, dans IF‘EI.

Lemme 1.10. — Soient € € {0,1}, A € I(1). On note % : IF((IN) — ]FC(IN), et s : FgN) — [y, les
applications entierement déterminées par :

, . Ause =1
pour tous i1 € N, 1 > 1, z € F}, % (x) € FE et :A(:c) T )
1 q Au € € = U .
(1% (2),5% (2)) (2,0)

Elles vérifient les propriétés suivantes. Soient i > 1 et x € IF;.

1. La birestriction r¢ : Fz — IFfI est bijective.

(@), 55, @)+s) = Wars)-

2. Pour tout s € Fy, on a : Au
3. Pour tout s € Fy, r4(z,s) = (r9(x), s4(x) + s).
4. Soient A,B € I(1). On arGp =rz01%, s4g = Sz ory + s4. En particulier,
-1 = (rg)~ ! et 54-1 071y = —5%.
5. Si F est une extension non ramifiée de Qy, alors Uapplication Fy — Fy, s — s4(z,sP) est une

fonction polynomiale de degré inférieur ou €gal a p.

St F = TFy((T)), alors Uapplication Fy — Fq,x — s(z,s) est une fonction polynomiale de degré
inférieur ou égal a 1.

6. SiF'=Qp etp # 2, alors Zsele s (w, s) = 55 (x). Si F = Qq, légalité est encore vraie si A € I(1)*.

Si F' est lextension non ramifiée de Q, de corps résiduel Fy, ¢ > p, ou bien si ' = Fy((T)) avec
q # 2, alors 3 cp, s9(x,s) =0.

Le lemme est démontré a la section 5. Traduisons les exemples précédents en termes des applications
74 et s§. Solent 1 € N, x € Fy, et s,t € Fy.
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i+1
Exemple 1.11. — e Soit A = [1) T 1 1]
1

. 0
e Soit A= <7ri+2[t] 1) .On arl(z,s)=(z,5), si(z,s)=t

> .On arf(z,s)=(z,s), et s%(x,s) =t

1 7t

0 1

1. Si F =F,((T)), on ar%(x,s) = (z,s+1t), s4(z,s)=0.

2. Si F est l'extension non ramifiée de Q, de corps résiduel Fy, on a r%(z,s) = (x,s + 1),
sO(z,8) = Q(t'/7, s1/P).

o Soit A — <7r”11[t] (1)>
1. Si F =F,((T)), alors rly(z,s) = (z,s + ), s4(z,s)=0.
2. Si F' est l'extension non ramifiée de @, de corps résiduel Fy, alors ri(w,s) = (z,s + 1), et
sh(z,s) = Q(t'/7, s'/P),

Ezxemple 1.12. — e Soit A =

Ces exemples illustrent la propriété 5 annoncée par le lemme. Pour y lire aussi la propriété 6, nous
faisons la remarque suivante, qui interviendra dans la preuve du lemme.

Remarque 1.13. — Soit k € {1,...,q — 1}, alors on a

eran:k = 0 si k#q-—1,
eran:k = -1 si k=gqg—-1

Soit t € Fy. Le polynéme Q(t, X) de degré p—1 a pour ceefficient dominant —t. On déduit des égalités
précédentes que

Sig=p, alors Y Q(t,s) =t,
s€lfy

Sig>p, alors Y Q(t,s) =0.
s€lfy

(12)

A la lumiére de cette remarque et des exemples précédents, on note que la propriété 6 du lemme est

i
vérifiée pour s% avec A = <(1) ﬁl[t]>, 1> 1.

2. Le pro-p-module universel et la pro-p-algébre de Hecke.

2.1. On désigne par C le module universel fini F,[U\GLa(F,)]. Les doubles classes de GL2(F,) modulo
U sont représentées par le groupe de Weyl fini Wy égal au produit semi-direct Sp.T'(F,) ot I'on lit le
groupe des permutations Sy comme un sous-groupe de GL2(F,). On note

().

On appellera algébre de Hecke finie I'algébre des Fp-endomorphismes GLa(F,)-équivariants de C. Une
base en est donnée par les fonctions caractéristiques des doubles classes U\GL2(F,)/U.

On désigne par C le pro-p-module universel F,[I(1)\G]. C’est une représentation lisse de G et un
module sur la pro-p-algébre de Hecke HFP(G’ I(1)). Le sous-espace de C des fonctions & support dans

K s’identifie avec le module universel fini C'. Parmi les F,[G]-endomorphismes de C, ceux qui stabilisent
ce sous-espace constituent une sous-algébre de la pro-p-algébre de Hecke qui s’identifie avec ’algébre de
Hecke finie. Une base de Hﬁp(G, I(1)) est donnée par les fonctions caractéristiques des doubles classes
I(1)\G/I(1) indexées par le groupe de Weyl affine étendu W =< w > .Wj. Il est muni d’une longueur
qui étend la longueur du groupe de Weyl fini W telle que w est un élément de longueur nulle. Pour
w € G, on note T, I'élément de H@p(G, I(1)) correspondant & la double classe de w.



8 RACHEL OLLIVIER

Proposition 2.1. — Il existe un systéeme de représentants D des classes a droite W/Wy tel que

f(dwg) = g(d) —i—E(wo) Ywg € Wy.

Démonstration. — Ce résultat s’écrit en toute généralité pour le cas de GL,(F') ([5]). Pour G, il est
k
aisé de constater que I'on peut choisir D = {(sw)*, w(sw)*, k € N} car (sw)* = 75 (1) et

0 1 1 0
w(sw) = <7Tk+1 0> € <0 7Tlc+1> Wo.

Corollaire 2.2. — La pro-p-algébre de Hecke HE(G,I(l)) est un module libre sur la sous-algébre de
Hecke finie de base l’ensemble des Ty, d € D.

O

2.2. Filtration. — Le module universel C est muni de la filtration suivante comme HFP(G,I(l))—
module et comme représentation de K
C =lim C&,

i>1
oul K; désigne le sous-groupe de congruence de K des matrices congrues & l'identité modulo 7*.

Une base de C comme espace-vectoriel est donnée par les fonctions caractéristiques des classes I(1)\G
notées

{I(Mw] = w ' [I(1)], w € I()\G}

ou l'on désigne par [I(1)] la fonction caractéristique du pro-p-Iwahori. Plus généralement, pour I(1)X
un sous-ensemble I(1)-homogene de G, on note [I(1)X] la fonction caractéristique correspondante.

Proposition 2.8. — Soit i € N. Lespace CKi+1 des K, 1-invariants de C est égal au HFP(G,I(l))—
module engendré par les fonctions caractéristiques {[I(1)w], w € I(1)\G} qui sont K;+1-invariantes.

Démonstration. — Nous montrons la proposition par récurrence sur ¢. L’espace des Ki-invariants a
pour base les fonctions caractéristiques [/(1)wK]. Nous voulons montrer qu’une telle fonction est de la
forme Ty[I(1)z] avec d € D, z € G tel que [I(1)z] est Kj-invariante. Puisque K normalise K7, il suffit
de le montrer pour w € D. Soit k la longueur de w dans le groupe de Weyl affine étendu : I’élément w
est soit (sw)F soit w(sw)¥. Dans les deux cas

(13) W (1w = [1+776" w‘kﬁ] .

ke 14+ 70

Cette égalité montre que I(1) C w='I(1)wK7y, donc la fonction [I(1)wkK;] est en fait I(1)-invariante
et égale a T, [I(1)].

Supposons la propriété vraie au rang ¢ — 1, ¢ > 1 et montrons la au rang i. Nous voulons démontrer
qu’'une fonction caractéristique de la forme [I(1)wK;y;]| s’écrit T4[I(1)z] avec d € D et z € G.
Comme précédemment, on se raméne & w € D : on note k la longueur de w dans le groupe de
Weyl affine étendu et I'on dispose a nouveau de ’égalité (13). Si la fonction [I(1)wK;i1] est en fait
K-invariante, on conclut par hypothése de récurrence. Sinon, c’est que K; n’est pas contenu dans
w'I(1)wK;1 ou encore que k > i. On pose alors z = (sw)’ et d = wz~! € D et l'on vérifie
que Ty[I(1)z] = [I(1)dI(1)z] = [I(1)wK;41] car (sw) I(1)(sw)? C w  (1)wK;y1. L'égalité (13)
appliquée a z permet de vérifier que [I(1)z] est bien K y;-invariante. O]

Corollaire 2.4. — L’espace des Ki-invariants de C est engendré comme Hﬁp(G, I(1))-module par le
module universel fini C. On a une décomposition en somme directe de représentations de K

ch = P Tic.
deD
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Démonstration. — La premiére assertion provient de la proposition précédente et du fait que pour
d € D, la fonction [I(1)d] est K-invariante si et seulement si d = 1 ou d = w auquel cas elle est égale
a Ty[I(1)]. La décomposition de CX' s’obtient en notant que D est un systéme de représentants des
doubles classes I(1)\G/K et que T;C est un ensemble de fonctions & support dans I(1)dK. O

Remarque 2.5. — Les espaces T;C et C sont isomorphes (en tant que représentations de K) car la
restriction de Ty & I'espace des I(1)-invariants CT() = Vect{[I(1)], Ts[I(1)]} est injective.

Lemme 2.6. — Soienti > 1 et w € G. On suppose que la fonction caractéristique [I(1)wK;11] n’est
pas K;-invariante. Alors il existe un unique sommet g & distance i tel que la fonction est contenue
gCHE1. Ce sommet de dépend que de la classe de w dans G/K;.

Démonstration. — On rappelle pour commencer qu’un sommet g est a distance < ¢ si et seulement
s’il est K;-invariant.

1) Traitons le cas ou la fonction caractéristique [I(1)wK;41] est égale & un élément de la forme [I(1)z].
Alors, on est ramené au fait suivant dans I'arbre 7 : l'aréte K;,i-invariante z~!l.u n’est pas K;-
invariante, donc elle posséde un sommet & distance i + 1 et un sommet & distance i. Ce dernier est
I'unique sommet g a distance i tel que z~'.u est la translation par g d’une aréte Ki-invariante.

2) Maintenant, traitons le cas général d’une fonction [I(1)wK;41] qui n’est pas K;-invariante. La preuve
de la proposition 2.3 en fournit une écriture de la forme T4[I(1)z] avec z € G, d € D ou I’élément
[I(1)z] est K;i-invariant. Il n’est pas K;-invariant par hypothése. Le sommet g qui lui est associé par
Iargument 1) est un sommet tel que [I(1)wK; 1] appartient gCK1. Vérifions quun tel sommet est
unique.

Dans le cas ou d est de longueur nulle, c’est-a-dire d = 1 ou d = w, 'unicité est assurée par 'argument
1) (remarquer que si d = w, alors Ty[I(1)z] = [I(1)wz]).

Si d est de longueur ¢ > 1, montrons le fait suivant : pour = € G, si Ty[I(1)x] = T4[I(1)], alors
[I(1)z] = [I(1)]. Quitte & appliquer Ty, on peut supposer que d = (sw)’ auquel cas d~11(1)~d C I(1)~
donc BI(1)dI(1) = BI(1) ou B désigne le sous-groupe de Borel de G des matrices triangulaires
supérieures. L’hypothése sur x signifie que I(1)dI(1)x = I(1)dI(1) donc BI(1)x = BI(1). L’espace
G/B muni de I'action naturelle de G s’identifie avec la droite projective P!(F) munie de 'action de G
par homographies, en associant a la classe de 1 le point a l'infini. L’ouvert I(1)B de G\B correspond
au complémentaire de &, dont le stabilisateur est égal au sous-groupe d’Iwahori I. Ainsi x € I puis,
aisément par I’hypothése, x € I(1). Revenons au sommet g tel que g~ 1. Ty[I(1)z] est Kj-invariant :
pour tout k € Ky, on a Ty[I(1)zgki] = Ty[I(1)zg] donc, par le fait précédent, g est un sommet tel que
g 'I(1)z] est Ki-invariant. D’oti I'unicité déduite de 1'unicité dans 1).

Le fait que le sommet g ne dépend que de la classe de w € G/K; provient de ce que K; nomalise K,
et fixe les sommets & distance i.

O
Proposition 2.7. — Pour i > 1, le morphisme de HFP(G,I(l))—module naturel suivant est un iso-
morphisme :
(14) a g(Ckr/c!My . cFen /ol
g€§, g a distance i
Démonstration. — Un sommet ¢ est & distance < i si et seulement si gC*! € C%i+1. De plus, notre

choix du systéme de représentants G assure que si g est un sommet a distance i, alors le sous-groupe
de G engendré par gK1g7! et K; est égal a gI(1)g~!. Ainsi,

(15) gCfr n ki = ol
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et la translation par g définit un morphisme H-équivariant g(CKl/CI(l)) — CKi+1/CKi ; on dispose
bien d’un morphisme H-équivariant

(16) @ g(CKr /iy — ¢ ok,

g€g, g a distance ¢

Nous allons en donner un inverse en commencant par construire une application linéaire

(17) clivn D g(Ckr/ciy,

g€g, g a distance ¢

Une base de I'espace vectoriel C¥i+1 est donnée par ’ensemble des fonctions caractérisques des doubles
classes I(1)\G/K;4+1. Soit [I(1)wK;y1] une telle fonction. Si elle est Kj-invariante, on lui associe
’élément nul. Si elle n’est pas Kj-invariante, on lui associe son image dans g(CX1/CI(M) on g est
le sommet donné par le lemme 2.6. L’application linéaire (17) ainsi définie se factorise par CKi_ Pour
s’en assurer, il suffit de vérifier que si la double classe I(1)wK; se décompose en

IMwkK; = [[I(DwzK;,

alors la somme des [I(1)wz K, 1] appartient au noyau de (17). Puisque le sommet ¢ ne dépend que de
w € G/K;, chaque fonction [I(1)wxK,41] appartient & gC*! donc la somme de ces fonctions est un
élément Kj-invariant de gC&1 : d’aprés (15), elle appartient a gC'() donc elle est dans le noyau de
(17).

Sachant que le morphisme (16) est H-équivariant et que le H-module CX1 est engendré par les [I(1)w]
qui sont Kj-invariantes, on vérifie, en utilisant 'unicité dans le lemme 2.6, que 'application linéaire
ainsi construite

(18) cli ol —, P g(CKr/ci)y

g€g, g a distance @

est un inverse pour (16).

Remarque 2.8. — 1. Comparer la proposition avec le lemme 7 de [4].
2. Cette proposition est équivalente a dire que C est I’homologie de degré 0 du systéme de ccefficients
naturellement associé par [7]. Voir [5].

2.3. Principe et initialisation de la preuve du théoréme. — Rappelons, comme en [4] 2.1, que
le pro-p-module universel se décompose en la somme directe de représentations de G suivante

C =P indfo,
Y

oil «y parcourt l'ensemble les orbites sous l'action de Sy des F,-caractéres de T(F,) ~ I/I(1) et o,
est la représentation de I triviale sur I(1) égale a la somme directe des caractéres contenus dans ~.
L’unité de Hﬁp(G, I(1)) se décompose en une somme d’idempotents centraux orthogonaux {ey}, oi

I’élément e, est la projection C — ind?ay. Siy = {x,sx} est de cardinal 2, alors €, est la somme des

idempotents orthogonaux €, + €, ot €, est la projection sur inlex.

Soit M un HFP(G, I(1))-module & droite. Pour comprendre lespace des I(1)-invariants de

M Oz (G,I(1)) C, nous allons déterminer successivement celui des M Oz (G,1(1)) CKi pour i > 1 en
p P

procédant & ’étude des

M @ @) &, C*

que 'on ménera en traitant séparément les deux cas suivants :
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— Si 7y est de cardinal 1, on dit que l'on est dans le cas Twahori. Quitte a tordre par un caractére de G,
on est ramené & I'étude du foncteur des I-invariants et du produit tensoriel par Cq := €;C = F,[I\G]
de la catégorie des modules a droite sur l'algébre de Hecke-Iwahori notée H := elHﬁp(G, I(1)) vers

celle des représentations de G engendrées par leurs I-invariants. La partie 3 est consacrée & ce cas.

— Siy = {x, sx} est de cardinal 2, on dit que I’on est dans le cas régulier. On est ramené par équivalence
de Morita ([4] 2.1.2) & I'étude de Cy, := ¢, C = ind¥x et des I(1)-invariants de M ®11 (G.x) EXC.
P

Cest 'objet de la partie 4. On note Hy := Hg (G, x) = ey Hg (G, I(1))ey.

Appliquons dés a présent ce principe pour étudier I'espace des I(1)-invariants de M On- (G,1(1)) cK
p

et initialiser ainsi la preuve du théoréme.

2.8.1. Cas Iwahori. — Supposons que Y est le caractére trivial. On a une identification naturelle G-
équivariante entre les arétes de 'arbre de Bruhat-Tits et une base de C1 qui associe a ’aréte I-invariante
u la fonction caractéristique de I. L’algébre de Hecke-Iwahori H = elHﬁp(G, I(1)) est engendrée par
O =eT, et S = €175 avec les relations :

22 =1,98+1)=0.

La description géométrique de 'action des générateurs S et 2 de H sur les arétes de 'arbre donne en
particulier, pour v une aréte d’origine ¢ (|[4] 2.2.1) : © change v en son opposée et

(19) L’action de (S + 1) transforme v en la somme des ¢ + 1 arétes d’origine c;
(20) I’action de S€2 transforme v en la somme des ¢ arétes adjacentes & v;
(21) soit v une aréte adjacente a v. On a (S + 1)Qv = (S + 1)v.

Le H-module Cfl est projectif et égal &
(22) CY' =H(S+ Wus @ HSu, = Huo ) HSus,.
s€Fq seFy

La deuxiéme écriture ci-dessus souligne le fait que son espace des I(1)-invariants Hu (qui est méme

I-invariant) en est un facteur direct. (Comparer C{( ! avec le H-module Yj de [4] grace a la proposition
2.3).

Soit M un H-module & droite. Un élément générique de M ®py C{(I est de la forme

m®(S+1)u+st®Sus.
sclFy

. . . . C . . 1 -
Supposons qu'il est I(1)-invariant, alors il est en particulier invariant sous I’action de 0 13:) ,x €y,

qui fixe u et envoie us sur usy,. Donc notre élément I(1)-invariant est de la forme

m@(S+Du+me® Y Sug=me (S+1)u—mo Su
selfy

et appartient & M ®p Ci(l).
Proposition 2.9. — L’espace des I(1)-invariants de M @ CE* est réduit a

Moy CiO.

. . . 11
Nous aurons par la suite besoin du lemme suivant. On pose Ay = (0 1).
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Lemme 2.10. — L’action de la matrice Ay sur un élément
E=m®®gu+ st®Sus €M®HC{(1 avec m,mg € M, mg =10
seFy

vérifie AgE — E = ) (msy1 —ms —m1) @ Sus mod M ®p Ci(l).
seFy

Notation 4. — On note

X = Z SUg.

selfy
C’est un élément I(1)T-invariant de Cfl/ Ci(l). D’aprés le lemme précédent, si ¢ = p, 'espace des
I(1)*-invariants de M @p Cfl/C{(l) est isomorphe a MS et égal a
MS®g X.

Remarque 2.11. — 1. La décomposition (22) est démontrée dans [4]. On peut la montrer de
fagon plus naturelle en obtenant dans un premier temps son analogue pour le module universel
F,[B\GL2(F,)] et algébre de Hecke du sous-groupe de Borel puis en utilisant le corollaire 2.4.

2. Mener alors une discussion comme ci-dessus pour le module universel fini fournit le résultat
suivant : le foncteur des U-invariants est une équivalence, de la catégorie des représentations
de GL2(IF,) engendrées par leurs B-invariants vers celle des modules a droites sur 'algébre de
Hecke de B. Un quasi inverse en est fourni par le produit tensoriel par le module universel
F,[B\GLy(F,).

2.3.2. Cas régulier. — Dans ce paragraphe, ¢ > 2. On fixe ¢ un générateur du groupe cyclique F; et

a € {1,...,q — 2}. On considére le caractére régulier de I/I(1) donné sur le tore fini par
X=1®x2:FyxFy = F,", xa(¢) = ¢*

Par torsion par un caractére de G, ’étude de l'induite compacte d’un caractére régulier de I’'Iwahori

se raméne au cas d’un caractére de cette forme.

Une F,-base de C,, est donnée par I'ensemble des fonctions 9-f1x = frg-1, de support Ig~"! et de

valeur 1 en g~!, ot g parcourt le systéme de représentants (6) des classes & gauche de G' modulo I.

On établit une bijection entre cette base de C, et I'ensemble des arétes de I'arbre en identifiant, pour
tout g appartenant au systéme de représentants (6), 'aréte gu avec I'élément g.f7\ = frg-1 -

Remarque 2.12. — Cette bijection n’est pas compatible avec ’action de G mais elle est compatible
avec l'action de I(1) : cela tient au choix du systéme de représentants (6) de G /I qui vérifie, pour tous
i €N, z,y €Ty, e €{0,1} gg(gy) " € I(1).
On a désigné par H, = HE,(G7 x) l'algébre de Hecke du caractére x. C’est une algébre commutative
de générateurs Ty, Tp avec la relation 7775 = 0, ot l'on désigne par T) (resp. Ty) 1'élément de
Hy = Mg, (G,x) de support Iswl (resp. ITwosI) et de valeur 1 en sw (resp. ws.) Le comportement
géomeétrique de T et T sur les arétes de I'arbre est décrit par ([4] 2.3.1).
On dispose d’une nouvelle base du F,-espace vectoriel engendré par les arétes de 'arbre, donc de Cy,
construite par analyse de Fourier en 2.3.1.2 loc.cit : on pose
wop = up, et pour k € {1,...,q — 1}, wer 1= Zser sFug.

Puis, pour e € {0,1}, i € N, z € IFf] et s € Fy, on pose

w(E%S) = gL ToWs.
On définit de fagon naturelle les ws, u?fx 5 L’action de T7 et T sur ces éléments est donnée par le

lemme 5 loc.cit, a aide des polynomes ®; et ®3 € F,[X] qui sont respectivement la transformée de
Fourier du polynome (1 — X)? et la transformée de Fourier inverse du polynome (1 — X )41,

On suppose maintenant que ¢ = p.
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On note J le sous-ensemble de Fy & p —a — 1 éléments

J:{CCH_I Ca+2 Cp—l}'
L’ensemble Fy — ((7¢J) de cardinal a est {¢P~¢, ¢pmatl (P71}, D’aprés la proposition 7 loc.cit, le
H,-module Cfgl est libre de base
{uv U, ws, Wg, SEJ, s’ e F;; - (C_a‘])}a

L’espace des I(1)-invariants de C, est égal au H,-module libre de base {u,@}. C’en est un facteur
direct. Les lemmes suivants sont démontrés au paragraphe 5.2.

1 1

0 1)

Soit s € Jetj e {a+1,..,p—1} tel que s = (7. Alors Agws — ws est une combinaison linéaire a
ceefficients non nuls de

Lemme 2.13. — Soit Ay = <

u, Tl (ﬂ), w<a+1, ceey ’U)Cg'—l, T]_(?I]Cp_a), ceey Tl (TZ)Cp—l).

Soit s € Ty — ((T%J) et j € {p—a,....,p— 1} tel que s' = ¢J. Alors Ay — g est une combinaison
linéaire & ceefficients non nuls de

To(u), @, Wep—ay -y Wei—1, To(Weatt), ooy To(wep—1).
Soit M un H, -module a droite. Un élément générique de M ®p, Cfl est de la forme
E=m@u+m@i+y m@uws+ Y  my®iy
se€J s'eFs—(¢aJ)
avec m, m, mg, my € M.

Lemme 2.14. — Si cet élément est invariant modulo M &, C,I((l) sous laction de Ag, alors les myg
el mg sont nuls sauf éventuellement meatr et Mep—a qui vérifient

m<a+1T1 = 0, mc‘pfaTQ == 0
Proposition 2.15. — L’espace des I(1)-invariants de M ®p, Cfl est réduit a M ®p, Ci(l)

Démonstration. — D’aprés le lemme précédent, un élément I(1)-invariant de M ®pg, Cfl est de la
forme

E == m®u+m®ﬂ+m<a+l ®w<1+a +m<'p7a ® 11‘)<'p7a

avec mea+1 1y = 0, Mmep-aTo = 0. D’apres le lemme 2.13, I'élément AgE — E est nulle d’une part, et
égale a une combinaison linéaire a ccefficients non nuls de meat1 @ u et Mep-o @ @ d’autre part. Par

conséquent, E = m ® u + m @ @ appartient a M @5, Cx".

O

On distingue les éléments Ki-invariants de C,, suivants

(23) Y == ’L‘[]Cpfa, Z == 'l,UCl—O—a

Remarque 2.16. — On a 157 = ©5(C) Yo ye, Sts, T1Y = P1(CP7) X e, Sts-
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3. Le foncteur des /-invariants

Dans toute cette section, M désigne un module a droite sur la F,-algébre de Hecke-Iwahori que nous
avons notée H. Nous allons démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 3.1. — — On suppose que F' = Q,. L’espace des I(1)-invariants de M @y Cy est égal a
M ®y Ci(l)
— Supposons que l'on est dans l'une des deux situations suivantes :

S q#2 et F=F,((T),
— F est 'extension non ramifiée de Q, de corps résiduel F, avec q > p.

On désigne par M le H-module simple o droite supersingulier. L’espace des I(1)-invariants de

M R Cq est de dimension infinie.

Comme annoncé au paragraphe 2.3, nous allons étudier les espaces M ® i C{( “ pour ¢ > 1. Notons, par
la décomposition (22) et la proposition 2.7, que le H-module Cfl/Ci(l) est projectif et que Cfi est un
facteur direct de Cfi“ de sorte que M ®@p Cy s’identifie avec la limite inductive des (M @ Cfi)izl
ot les fleches sont données par les inclusions.

3.1. — Les éléments suivants rappellent ceux qui ont été introduits par Breuil [3] 3.2.

Notation 5. — Pour tout i € N, € € {0, 1}, on définit 1’élément de Cfi“ suivant :

Xf = > gX.

g€gG a distance ¢
de type €

En termes d’arétes de ’arbre :
0 _ 0 1 1
XO - Zsqu SUs, Xl - Zsé]Fq SUg
0 _ : 0 1 _ , 1 ;
Xy = er]}?é > seF, SUCy 5> X, = erszl 2 scF, SU(, 5> pour i > 1.
N 0_ vyl
D’aprés la remarque 1.5, on a wX; = X/, .

Lemme 3.2. — On suppose que F' = Q,. Soit A € I(1). Si p =2 on exige de plus que A soit dans
I(1)%. Pour i > 1, les éléments S(AXY — X?) et S(AX}, — X}|) appartiennent respectivement a

: K; ) .
CEi et CL™Y et sont égauz a :

DS Y sh@sud) — Y (ST Y sh@)sud) — (SDUS+1) Y sh(@)u,

1<I<i ceFii+ 1<I<i—1 reFi-l zeF,
DS D sh@)Sug) = Y (ST Y sh@)Suy) = (SQU(S+1) Y sh(x)Qu.
1<I<i weFi—l+1 1<i<i—1 zeFi—! zeF,

Le lemme 3.2 se montre par récurrence sur ¢ grace au lemme 1.10 et a la description géométrique des
actions de S et ). Les détails de la preuve sont donnés au paragraphe 5.2.

3.2. Cas F'=Q,.— Soit ¢ > 1. On considére un élément £ appartenant & M ®g Cf“’l.

Proposition 8.3. — Supposons que E est I(1)*-invariant modulo M ® Cfi. Il existe o, a' € M
tels que

E=a"®8X)+a'®SX} mod M @y Cfi.
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Démonstration. — D’aprés la proposition 2.7 (et la relation (15)), on a la décomposition K;-
équivariante suivante

Ki i I(1
(24) Megcyt/cli= @ Men gciycih).

g€g a distance ¢

L’élément E est invariant sous 'action de K; qui fixe les sommets & distance i. De plus, si g € G est
un tel sommet, alors g~' K;g contient I(1)*. Dans (24), ’élément E se décompose donc comme suit

Z mg ® gSX modM®HC{Q.

g€g a distance ¢

Pour démontrer la proposition, il suffit de démontrer que les my ne dépendent pas du type 0 ou 1 du
sommet g. On peut procéder séparément pour le type 0 et le type 1 car l'action de I(1) préserve le

. . N . . . 9 : 1 O
type des sommets. Soit = € IF"_I. Le sommet a distance i envoyé par 'action de B = < ra(z) 1)

sur le sommet glo est le sommet gl 0,..0)% On a de plus, Bg( )wX = glwX. On en déduit que

pour tout sommet g de type 1 distance i, I'élément my est égal a mg% .

O

Proposition 3.4. — Supposons que i > 2. Il existe o°,at, 3°, B* € M tels que
E=a"®SX+ o' ®SX] +8° @ 5X |+ ' ®SX}, mod M@y Cri
et vérifiant
a’S0NS =0 et oS = BSOS,
alSQS =0.
Sii >3, on a de plus a'S = 31S0OS.

Démonstration. — D’aprés la décomposition (22), le H-module CKI/CI(D

sition 2.7, le H-module Cf”l / Ci( est donc isomorphe & la somme directe des translatés de CK1 /Cy
par les sommets g € G & distance < ¢ et

est projectif. Par la propo-
(1)

Megcit/ciV= @  Meygci/ol) e B  Mengci/oW)
g€g a distance <3 g€g a distance <i
de type 0 de type 1

Chacun des deux sous-espaces de la décomposition est stable sous 'action I(1) qui préserve la distance

1(1)

et le type des sommets. Si un élément de M ®p Cf’“ est, modulo M ®y C;"’, & composante dans
le premier (resp. deuxiéme) sous-espace, on dit qu’il est de type 0 (resp. 1). Le type de 1’élément est
inchangé par ’action de I(1).

L’élément E est la somme d’un élément E? de type 0 et d'un élément E' de type 1 qui sont tous deux
I(1)-invariants modulo M ®g Ci(l). Commencons par donner la forme de E?.

L’existence de ol est assurée par la proposition précédente. On note F = E! — ! ® SX}. C'est un
élément de type 1 de M @y CXi. Pour A € I(1) (ou A € I(1)* si p = 2), la composante modulo
M @y Cfi_l de a! ® S(AX} — X}) est donnée par le lemme 3.2 :

(25) ol @ S(AX! - XD =als0® Z sk (x, s)Su%xﬁs) mod M ®p Ci{i_l.

wEF;_Q,SEFp

Dans le cas particulier ou A = <ﬂ_1»1_1 (1)> , le coefficient sk (, s) est égal & Q(1, s), c’est 'exemple 1.12.

En particulier, il est nul pour s = 0. La composante modulo M ®p Cfiil de AF — F est quant a elle
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donnée par le lemme 2.10 (vérifier que pour g € G de type 1 a distance i — 1, la matrice g~' Ag est
égale & Ap). Elle est de la forme

K
AF — F = Z (m(z78+1) —M(gs) — m(Ll)) ® Su%%s) mod M @y C; Y
meFf,—QselF;;
ot les m(, ) € M et m(, o) = 0. Puisque E' est I(1)-invariant modulo M ®p Ci(l), on a l'égalité
(m%x s+1) —m%x 5 —m%x 1))5 = —a'Q(1,5)S0S, pour tous = € ]F;_z, s € F}. A z fix¢, nous la sommons

sur les s € IF,. Puisque I'on travaille sur F' = Q,, la remarque 1.13 dit que le terme obtenu a droite
vaut —a!'SQS. Le terme obtenu & gauche est nul. D’oul

a'SQS = 0.
Mais alors, I’égalité (25) montre que, comme E', I'élément F est I(1)-invariant (resp. I(1)*-invariant)

modulo M ®p Cfifl. Par conséquent, on applique la proposition précédente qui fournit un élément
Bl € M tel que

F=p'®8X', mod M®yCL.
Supposons de plus que i > 3. Nous travaillons maintenant modulo M ®pg Cf avec 1’élément
L =F-p'® SX}_1 de M ® Cfi‘l. A Taide des lemmes 2.10 et 3.2, on calcule la composante

de AL — L modulo M ®p Cfifz avec A = <7r"12 ?) Elle est de la forme

1—2

Z (n(:p,erl) — N(z,s) — n(x,l)) ® SU%LS) mod M ®p Cfi72
z€F, 3 seF;

ou les n(, 5 appartiennent a M et n(, gy = 0. Par ailleurs,

ol @S(AX - xH =-al® Z Q(l,s)Su%xjs) mod M ®p Cfi’Q.

z€FL 3 s€F,,

BleS(AX], - X)) =p'%0e Y Q1,s)Sul,, modM ey Cyt
z€Fy3 scF,

D’ot, pour tous IF';';?’ et s € F),

Q(17 8)(&18 - ﬁlSQS) = (n(:c,s-i-l) = N(z,s) — n(az,l))S
Sommant, & z fixé, cette égalité sur tous les s € Fp, le terme de gauche devient alS — BSOS, et celui

de droite est nul. Ainsi, on a

als = 3150s.

Pour trouver maintenant la forme de la composante E? de type 0 de E on rappelle que I’élément w qui
normalise I(1) envoie le sommet ¢z de type 0 & distance i sur le sommet gle de type 1 & distance
i+ 1. Ainsi, wF est un élément I(1)-invariant appartenant a M ®p Cf’“. Il se décompose en la
somme de wEY et de wFE! qui sont respectivement ses composantes de type 1 et 0. On applique alors

le résultat précédent & wE? et 'on obtient le résultat annoncé.

O
Proposition 3.5. — L’espace des I(1)-invariants de M @ CX3 est égal o M @ Ci(l).
Démonstration. — On considére toujours notre élément I(1)-invariant E et 'on suppose qu’il appar-

tient & M ® C{{3. D’aprés ce qui précéde, il est de la forme
E=a"98X)+8°®SXY+ o' @ SX) + ' SX{ + 2

avec ¥, 3%, o, Bl € M,

(26) a’S0S =0, a’S = 3°S0S, a'SQS =0,
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et z = Zsewpms(@Sus—l—m@u, oum,mg € M, mg=0. L’action de A := Ay = <0 1

1 1) fixe les arétes

ul. Ainsi, I'action de A sur les deux derniers termes de E est :

Az —z = Z(ms+1—ms—m1)®5us—m1®5u,
sEF;

B eSAXI-XH) = o.

Par le lemme 3.2 et du fait des relations (26),

o’ @ S(AX —X§) = —a® Y Q(1,s)Su,
selfp
B SAX) - X)) = o@D Q1 5)Su,— B°SQS + 1) ©u
sclF,
a'S®S(AX; - X3) = —a'() sh(s)S®u
s€lfy
On a donc
o —miS — PSS + 1) — al(Toe, sh(s)S = 0
(Mms41 —ms —mq)S = 0 pour tout s € .

On multiplie la premiére égalité a droite par (S + 1) sachant que S(S + 1) = 0, pour obtenir 3°S = 0
puis oS = 0. D’oit
E=o'®SX)+p'@SX] + 2.

Soit A := <7lr (1)) L’action de A fixe z et
BroSAX]-X!) = p'@ ) S(suj—sul) =p'©8) ul=p'®5(SQu) = -4 © Su,
s€lfp s€lfp
ol ®@S(AXy —X3) = —a'SQ(S+1)® Qu=—a' ® Su car a*SQS = 0.

On en déduit que a'S + B1SQ = 0 puis o'S = 'S =0et E € M ®g Cfl. On conclut avec la
proposition 2.9.
O]

Notation 6. — On désigne par M le H-module & droite supersingulier. D’aprés ([9] 3.2), c’est le
[F,-espace vectoriel H/(QUSH + (S + 1)H) de dimension 2 de base les images [1] et [2] de 1 et {2 dans
le module quotient. Remarquons que S5 agit par zéro sur 9.

Proposition 3.6. — L’espace des I(1)-invariants de M @ Cq est égal & M @y C{(l).

Démonstration. — Soit F un élément de MM @ C1 que l'on suppose I(1)-invariant. Si E appartient a
MR C{{:”, alors il appartient & M@y Ci(l) d’aprés la proposition 3.5}.{81 E appartient & M@y Cf’“,
i > 3, alors la proposition 3.4 donne sa composante modulo M @y C7 '~ '. Puisque SQS agit par zéro
sur 91, cette composante est nulle. On conclut par récurrence. O

Proposition 3.7. — Soit M un H-module o droite. L’espace des I(1)-invariants de M Qg Cf”l,
i €N, est égal a M ® C{(l).

Démonstration. — Le résultat pour ¢ = 2 est donné par la proposition 3.5. Supposons la proposition
démontrée pour ¢ — 1 avec ¢ > 3. Un élément [(1)-invariant E de M ®p Cfi“ est de la forme

E=a"®5X?+a'®SX} modM@HCfi.
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Si E n’appartient pas a M ®g C{(", alors a%S # 0 ou a!'S # 0. On a une suite exacte de H-modules
a droite

0— aSH +a'SH — M 2 M/(a"SH + a'SH) — 0
qui, par platitude du H-module Cf’“, donne la suite exacte de F,[I(1)]-modules

P Rid
—_—

0 — (a°SH + o'SH) @y CY*' — M @y CFitt, P(M)®y CE+ — 0.

L’image de E par & ®id est un élément I(1)-invariant appartenant & 2 (M) @ C{{". Par hypothése
de récurrence, appliquée a (M),

(2 ®id)(E) € 2(M) @y C1O.,
c’est-a-dire, il existe m € M, tel que
B—meyue Ker(#®id) = (a"SH + alSH) oy C1*.

Pour démontrer que £ € M Qg Ci(l), il suffit alors de remarquer que pour € € {0, 1}, le sous-H-module
a droite de M engendré par afS est, s’il est non nul, isomorphe au H-module & droite supersingulier
I puis d’appliquer la proposition 3.6. 0

3.3. Le foncteur des [-invariants n’est pas en général une équivalence de catégories. —
Soit 9t le H-module & droite supersingulier. On suppose que l'on est dans 'un des cas suivants :
F =TF4((T)) avec ¢ # 2, ou bien F' est I’extension non ramifiée de corps résiduel F, avec g > p.

Proposition 3.8. — Soit i > 2. L’élément [1] ® SXZO est un élément I(1)-invariant de M R Cfi“
qui n’appartient par ¢ M Qg Cfi .

Corollaire 3.9. — L’espace des I(1)-invariants de M Qg Cq est un espace vectoriel de dimension
mfinie.

Preuve de la proposition 3.8. — On rappelle que XZ-O = > Esu(()z 5 L’élément [1] ® S’XZQ est
xEFzsqu
bien un élément de M @ g Cfi“ n’appartenant pas a MRy C{Q. Soit A € I(1). Montrons que X est

invariant sous l’action de A.

ATIXY = SooosAT Y = > sl o par l'assertion 3 du lemme 1.10,
‘ z€Fi seF, (@) z€Fi seF, (ra(@), sa(@)+s)
= X (5= 5@ 0 o
xGIFstEIFq (ra (@),s)
Or, par bijectivité de T%, on a XZQ = Z su(()TOA(m),s). D’ou
z€lF} s€lq
ATIX) -X) = 3 (sh@)ue g = 2 (—5h(@) X ufe
! ! zGFésqu (ra(@).s) wE]FZI seFy (ra(@)s)
= Z‘(—s%(x))SQuS%(x) d’aprés (20),
z€el}
= Z_s%,l(x)Sng par 'assertion 4 du lemme 1.10.
z€lFy

Ainsi, puisque S = —9, on a dans M Ry Y;,
1) © S(A7X0 - x0) = —[1] & 3 s (@),

€l
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Chaque x € ]Fé s'écrit © = (z0,...,;_1) et 'aréte ul est adjacente a u(()xo wia)” D’aprés (21), on a
(S+1Dul = (S + I)Qu?wo’m’xiﬁ). Ainsi,
eSAX) -X)) = —[1S® ¥ s\ (@) QS+ 1), . ) —QSug)
z€lF Tt
= —[1](SQSQ + 50?) ® gi 8?4—1(x)u(()zo,..,ri_2) + [1]SQS ® ezw $O 1 (2)ud.
T&Eq TCEq

Or, Q2 = 1 et, dans le H-module & droite supersingulier 90, on a [1]SQS = 0. Ainsi,
eSAX) - X)) = —[1]5® 3 i (z)u!

acEIFé (CEO,~~7$¢—2)

Mais, 'assertion 6 du lemme 1.10 dit que >,

7

O _ . .
_LeF, 85-1(w0, ..., wi—2,2;—1) = 0. Ainsi,

®sSA XY - X)) =o0.

4. Etude de la partie réguliére du foncteur des I(1)-invariants

Dans cette section on suppose toujours g # 2 de sorte qu’il existe bien des caractéres réguliers de
I/I(1). On reprend les notations du paragraphe 2.3.2. Désormais, M désigne un H, -module & droite.
Nous allons démontrer le résultat suivant :

Théoréme 4.1. — — On suppose F' = Q,, p # 2. L’espace des I(1)-invariants de M @y, C, est égal
a M ®HX C{((l)
— Supposons que le corps résiduel de F' est de cardinal ¢ > p. Il existe un caractére régulier xo du tore

fini tel que, si l'on note M, le H,,-caractére supersingulier, alors l’espace des I(1)-invariants de
My ®m,, Cxo est de dimension infinie.

Comme annoncé au paragraphe 2.3, nous allons étudier les espaces M ®p Cf" pour ¢ > 1. On a vu

que si ¢ = p, le H, -module Cfl/Ci(l) est libre. Par la proposition 2.7, Cfi est un facteur direct de

Cf”l de sorte que M ®p, C, s’identifie avec la limite inductive des (M ®p, Ck

Xi)izl ot les fleches
sont données par les inclusions.

Notation 7. — Pour tout i € N, € € {0,1}, on définit les éléments de Cfi“ suivants :

Y= > gY, Zf:= > 9Z.
g€g a distance % g€g a distance ¢
de type € de type €

E 0 1 ™ 1

i—1
4.1. Cas ou F'=Q,, p # 2.— Soit « > 1. On note AY = (1 T >, A%_l = (1- O).

Lemme 4.2. — Soit e € {0,1}. Lélément A;_Y — Y . est égal a la somme d’un l’élément de
T5C, et d'un élément de Cf”e €gal a une combinaison linéaire a ceefficients non nuls des éléments
sutvants, pour x parcourant F;)_l :

wf sed,

z,s)’

as + Tl(mnggp_l)) et Ty(wf, ), pours € Fh—(¢C7%J), ' #¢P7h

(2,")

Lélément AS_ZfF, . — Zi, . est la somme d’un l’élément de TYCy et d’un élément de Cf’*e égal a une

combinaison linéaire & ceefficients non nuls des éléments suivants, pour x parcourant IF';*I :
s e Fy —(¢7J),
ug + Tg(wfxycp_l)) et TQ(wa,s))’ pour s € J, s# (P71
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La preuve de ce lemme, effectuée au paragraphe 5.2, fait seulement intervenir le fait que ¢ = p sous la
forme de la condition (iv) du théoréme 3 de [4], qui nous assure que 'on a la suite exacte de H, -modules

0 —1TC, — C, E)TQCX — 0.

Soit ¢ > 1. Soit E un élément de M ®p, Cf’“ que l'on suppose I(1)-invariant.

Proposition 4.3. — L’élément E est de la forme
Y+ ez +a' @Y + 8 @2 mod Moy, CK
avec o, B°, o, B! des éléments de M tels que

ATy =a'Ty =0, BTy =p8'T1 =0, eta® e MTy, 3° € MTh.

Si de plusi > 2, on a al e MT,, p' e MT.

Démonstration. — L’existence de o, 3°, o', B! € M tels que a’Ty = o'Ty = 0,87, = BT, =0 et
E=d0Y+30Z)+o' @V +8'® 2] mod M ®y, CL

est assurée par un raisonnement analogue a celui de la preuve de la proposition 3.3, grace au lemme
2.14. Par le méme argument que celui de la preuve de la proposition 3.4, on se raméne ensuite au cas

(1)

ou £ est un élément de type 1 c’est-a-dire qu’il s’identifie, modulo M ®g, Ci a un élément de
D M ou, oC /)

g€g a distance <i
de type 1

En particulier, on s’est ramené a E = o' ® Yil +6'® ZZ-1 mod M ®p, Cfgi.

Supposons que i > 2. Nous travaillons alors modulo M ®p, Cfi_l avec 'élément F = F —a' ® Yf —

1 0

Bt ® Z!. Cest un élément de type 1 de M ®p Cfﬁ'. Soit A = (wi_l 1) . L’action de A sur F se

calcule grace au lemme 2.13.

Ainsi, pour = € ]F;_z, la composante de AF — F selon M ® w(1$74p71)
1 1

sa composante selon M ® zb(m 1) appartient & MT; ® ’Lb(x cr-1):

appartient & MTh ® w(lm o1y et

D’autre part, le lemme 4.2 décrit o' ® A(Y;1 — Yzl) car a'Th = 0. Ainsi, sa composante selon M ®H,
w(lx’ 1) est égale, & un scalaire multiplicatif non nul prés, a a' ® w(l% o1y tandis que sa composante
selon M ®m, u?(lxvcp_l) appartient & MT} ®H, w(lx,gp—l)'

De méme, la composante de ' ®A(ZZ-1 — Zl-l) selon M &g, w(lm,gpfl) est égale, & un scalaire multiplicatif
1

non nul prés, a ' ® fu?(x -1

1
Wig,cr-1y:

) tandis que sa composante selon M @, w(lL cr-1

) appartient a MTh ®p,

Les composantes de AE — E selon M ®mH, w(lz,cpfl) et M @p, 12)(133741,,1) étant nulles, on a o € MT5 et

68e MT.
On traite le cas ot F est de type 0 et on conclut comme dans la preuve de la proposition 3.4. O

Proposition 4.4. — L’espace des I(1)-invariants de M ®pg, 052 est égal a M ®pq, Cf((l).
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Démonstration. — On considére toujours notre élément I(1)-invariant F et 'on suppose qu’il appar-
tient a M ®p, Cf((?. D’apres ce qui précéde, il est de la forme

E="Y? 4+ 2 +a' oV +4 @7 +2
avec o, 40, al, B, € M tels que
(28) a’e MT,, e MTy, o°Ty = o'Th, =0, °T) = BT, =0,
et 2= ms @ ws + > My @ Wy +mu+mEuou mg, Mg, m, m € M.
seJ s'€Fp—(¢—a)

Nous considérons tout d’abord 'action de A := <[1) i) sur E pour montrer que o’ = 3° = 0.

— L’action de A fixe Y{! et Z1.

— Le lemme 4.2 permet de décrire I'action de A sur 8° ® Z) puisqu'il donne la forme de AZ) — 77
modulo T7C, et que BTy = 0. En utilisant aussi le fait que 3° € MT;, donc %% = 0, on a :
B @ (AZ) — Z9) est une combinaison linéaire & coefficients non nuls de

Fea iy, seF;— (),

— De méme, o’ ® (AoYlo —Ylo) est une combinaison linéaire & ceefficients non nuls des éléments suivants,

A @u, a’@w,, seJ,

— Le lemme 2.13 décrit ’action de A sur z.

A T’aide de ces quatre remarques, nous faisons un raisonnement analogue a celui de la preuve du lemme
2.14.

a) Soit j € {a+2,...,p—1}. D’aprés ce qui précéde, la contribution de 8°® (AZY — 7)) a la composante
de AE — E selon M ®@p, w¢;—1 nulle. Celle de o @ (AYY? — Y{) est proportionnelle & a® @ wg;-1, elle
appartient donc a MTh ®p, w1 car a’ € MTy. D’aprés le lemme 2.13, pour tout s’ € Fp— (),
celle de my ® (Awy — Wy ) appartient & MTy @ wej-1.

Ainsi, toujours d’aprés le lemme 2.13, la composante de AE — F selon M ®p, wej-1 est égale a la
somme d’un élément de MTH ® wej-1 et d’une combinaison linéaire & ccefficients non nuls de

mej X Wei—=1y weey Mp—2 X Wei—1, Myep-1 X Wej—1.

Puisque FE est invariant modulo sous ’action de A, cette composante est nulle. En la considérant
successivement pour j = p — 1,... et enfin a + 1, on obtient

mep—1 € MTo, mep—2 € MTy, ..., et enfin meara € MT5.

b) De méme, on observe les composantes de AE — E selon M ®p, w¢;-1 pour j décroissant de p — 1
ap—a-+1 et 'on obtient successivement

mcp—l, T?ch—z, ceey mcp—a+1 S MT]_

¢) On regarde alors la composante de AE — E selon M ®p, u. La contribution de 8° ® (Z} — Z§)
a cette composante est nulle. Celle de a® ® (YO1 - Yol) est proportionnelle & o' ® u et appartient
donc & MT, ® u. D’aprés a) et b), et avec le lemme 2.13, celle de Az — z est égale a la somme d’un
¢lément de MT5 ® u et d’'un multiple non nul de m¢at1 ® u. Puisque cette composante est nulle,
Mmea+1 appartient a MTh.

De méme, l'observation de la composante de AE — F selon M ®p, 4 montre que mp-a appartient
a MT;.
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Mais alors, puisque 717> = 0, et toujours d’aprés le lemme 2.13, la composante de Az — z selon
M ®@p,, wep—1 est nulle. Or, la contribution de B0 ® (AZY — Z9) a cette composante est elle aussi nulle
d’aprés ce qui préceéde, et celle de a¥ @ (AY? — V) est égale & o' ® wep-1, & un scalaire multiplicatif
non nul prés. On en déduit que o’ = 0. De méme, I'observation de la composante de AE — E selon
M ®p, Wep-1 montre que B = 0. Ainsi,

E=o'®Y] +p8'®2Z mod M@y, CL'.
0
1

que o' = 31 =0 Ainsi, Ee M ®mH, Cffl et l'on conclut grace a la proposition 2.15.

: 1 . . .
En regardant ’action de <7r ) = wAw ! et en utilisant 4 nouveau le lemme 2.13, on montre ensuite

O
Notation 8. — Soit M, le H, -module supersingulier : d’aprés [9] 3.2, c’est le caractére de H, donné
par
T1 — 0, TQ — 0.
Proposition 4.5. — L’espace des I(1)-invariants de M, @p, Cy est égal a My @p, Ci(l)
Démonstration. — Soit £ € M, ®py, C, un élément I(1)-invariant. S'il est dans M, @pu, C§2 alors

il appartient MM, @, Ci(l) d’aprés la proposition précédente. Sil appartient 90, @, Cf’“, i> 2,
alors M, @p, CXKi d’aprés la proposition 4.3. On conclut par récurrence.

O

Proposition 4.6. — Pour tout H, -module & droite M, ’espace des I(1)-invariants de M @, Ci(i“

est égal a M @, Ci(l).

Démonstration. — Nous montrons la proposition par récurrence sur ¢. Elle a été prouvée pour 7 = 1.
Supposons la démontrée au rang i — 1 avec i > 2. Un élément I(1)-invariant de M ®g, Ci{ 1 est de
la forme

E=a"®Y’+p'@Z) +a' @Y+ ' ® Z! mod M ®y, CL

avec o', ot € MTs, 39, ' € MTy, et a°Ty = a'T5 =0, 0Ty = BTy = 0. Si le sous-H, -module N
de M engendré par les éléments o, 39, ol, et B! est nul alors £ € M QH, Cfi et 'on conclut par
I'hypothése de récurrence. Sinon, on a la suite exacte de H, -modules a droite

0—=N—-MZM/N—0
qui, par platitude du H, -module Cf’“, donne la suite exacte de F,[I(1)]-modules
0— N®Hx CXKi+1 SN M®Hx Ci(i-‘rl M gZ(M) @, C§i+1 0.

L’image de E par & ®id est un élément I(1)-invariant appartenant a 2(M)®g, CXi. Par 'hypothése
de récurrence appliquée a Z(M),

(Z ®id)(E) € 2(M) @y, CIV
c’est-a-dire qu’il existe m,m € M, tels que
E—(mou+m®i) e Ker(?@id) = N @y, Cyt.
Pour démontrer que £ € M ®p, Ci(l), il suffit alors de remarquer que N est isomorphe & une somme

de copies du H, -module supersingulier 9, et d’appliquer la proposition 4.5.
O
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4.2. Cas ou le corps résiduel de F est égal & ¢ > p . — On suppose dans ce paragraphe que le
corps résiduel de F' est Fy avec ¢ > p et que x = 1 ® x2 est le caractére régulier de I/I(1) défini par

_
x2:Fy =T, , 2 2% aveca=p.

On note A l'idéal de H, engendré par 17 et Ty de sorte que le H, -module supersingulier 9, est égal
au quotient H, /A et que le F,[I(1)]-module 9, ® g, C, est isomorphe a la limite du systéme inductif

(CEH JACE ™ );en ot les flaches sont les applications linéaires naturelles 6; : Chrt'/ACE ™ —
CK¢+2/ACKi+2
X x

Pour ¢ € N on définit X; € Cfi“ par X; =3 @i w?x 0
q )

Proposition 4.7. — L’image de X; dans le quotient C?i“/ACi{i“ est un élément I(1)-invariant
qui n’appartient pas & l'image de 6;_1.

Corollaire 4.8. — L’espace des I(1)-invariants de M, @p, Cy est de dimension infinie.

Preuve de la proposition 4.7. — Assurons nous que I'image de X = w¢ dans le quotient Cfl /ACfl
n’appartient a 'image de

clW/actV) — cfiyack

c’est-a-dire que X n’appartient pas a _AC)I(G + Ci(l),

D’aprés [4] 2.3.3.2, il suffit de vérifier que X n’est pas dans la somme de Ci(l) et de I'image par

Ty, modulo du Fp—espace vectoriel de base {ug,s € IF';;} Le lemme 5 loc.cit dit que w¢ appartient
a cet espace si et seulement si ®1(¢77%) # 0. Or, on a ®1((77%) = —(-1)*"la = —(=1)P"lp =0
mod p. Donc Xy = w¢ n’appartient pas a .ACff1 + C)Ic(l). De la proposition 2.7, on déduit alors que X;
n’appartient pas a AC?“ + Cffi.

Montrons que X; est I(1)-invariant modulo AC?“. Soit A € I(1). Nous pouvons utiliser les résultats
du lemme 1.10 du fait de la remarque 2.12 qui dit que l'identification que nous avons choisie entre

'ensemble des arétes de l'arbre et une F,-base de C, est compatible avec I'action de I(1). On en
déduit, avec les mémes calculs que ceux de la preuve de la proposition 3.8 :

AilXi = Z:}cEI[“ ZSEIF sA™u (a:,s)

_ Zwéﬂ“ ZselF su %)78%($%+8) avec les notations du lemme 1.10,
= ZZ‘EF%J ZSE]Fq( SA(I))U(TOA(a:),s)

Or, par bijectivité de 7%, X; = I ZSqu su?
q

(10, (@),5)" D’ou, par l'assertion 4 du lemme 1.10,
ATX = Xi= 3 ) (h@)ug g = 2 D S @l
J:E]FZ selF, :cEF’ selFy,
Or,on a Ty (ul) = > u y d’aprés le lemme 5 loc. cit. Ainsi
seF,
AT - X = Y S0 (@) Tl = Ti( Y $%o (2) ud) € ACK: c AT
xE]F’ xeﬁ”
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5. Preuve des lemmes

Preuve du Lemme 1.10. — Pour montrer certaines des assertions du lemme 1.10, nous nous raméne-
rons au cas de matrices élémentaires du type

Fola) = ((1) 2),E+(ﬁ)= ((1) f),E‘W): G (1)>

b
avec « € 1+ 70, 8,7 € w0, en remarquant que tout élément A = <7?c

d) e I(1), s'écrit

A = aE (mca Y)Eg(a=t(d — meba™1))E*(bat) (c’est la décomposition d’Iwahori standard). Pour
FE une matrice élémentaire, nous établissons deux propriétés :

e Soient i > 1, s € Fy, y € Fé“, et F une matrice élémentaire. On a ’égalité

L —m'[s]\ po1 0 _ 1 (1 =7s]\ 0
(29) (0 1 ) E " uy =F 0 1 Uy
Pour la démontrer nous vérifions que le produit
. _1 .
0—1 1 —7'(‘7’[8] 1 —WZ[S] ~-10

appartient a I(1) : (i) pour E = ET(3), il est égal a la matrice identité; (i) pour E = Ep(a), il est
égal & B~ ([s](1 — a™1)); (iii) pour E = E~(y), il est égal, modulo une matrice & ccefficients dans
720, & B~ (—2ny[s|a(y)).

o [aréte u?y 0) appartient au faisceau issu de ug. Puisque 'action de G transforme un faisceau en un
faisceau, il existe ¢ (y, s) € Fy tel que

U o—m'ls]\ 10 _ men (T =7[s]Y 0
(31) (0 1 >E Uy =E T g 1) Yeswe)

Nous montrons que I'application s +— ¢g(y,s) est affine. D’aprés la remarque 1.6, on a u? | =

(y*) —
ggwggu pour * € Fy. Ainsi ¢p(y, s) est 'unique élément de F, tel que le produit de matrices

_1 0-1(1 —7s 1 —nts _
(32) @) (o 1) (g V) Bt

appartient a I. On effectue le calcul de (32) en multipliant (30) & gauche par (wggE(y’s))*1 et &
droite par wgl : (i) pour E = ET(3), le produit (32) est égal a l'identité pour ¢g(y,s) = 0;
(ii) pour E = Ey(a), le produit (32) est égal & E~([¢pr(y,s)] + 7 1 (1 — a~1)[s]) d’aprés le calcul
précédent. Donc, si u € F, désigne 1'élément tel que ™' = 1+ 7[u] mod 720, ¢g(y,s) = us
convient. (iii) Pour E = E~ (), le produit (32) est égal, modulo une matrice a ccefficients dans 720,
a E~([¢r(y, s)] — 2v[s]a(y)). Donc, si yo désigne la premiére coordonnée de y et v € F, I'élément tel
que v = [v] mod 70, ¢p(y,s) = 2svyy convient.

Nous démontrons maintenant les assertions du lemme. Soit A un élément de /(1) (non nécessairement

élémentaire). Nous allons considérer que € = 0; les résultats obtenus se transposeront alors automati-
quement au cas € = 1. En effet, pour tous i > 1, z € F, on a wlul = ul d’aprés la remarque 1.6,
0

ainsi, ry (@) =70, (), sh(z) =52 1, ().
Soient i > 1, x € ]Ffp s € Fy.

1. Le fait que la birestriction 7‘?4 : Fz — Ff] est bijective provient du fait que pour tout x € Ff], r% (x)
0

est entiérement déterminé par Au? =u,.
ra(z) z
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2. Puisque 'action de I(1) conserve le type arétes, la distance et l'orientation, I’égalité (29), démontrée
pour les matrices élémentaires, est vraie pour tout produit de matrices élémentaires. Du fait de la
décomposition d’Iwahori standard, la matrice A vérifie donc ’égalité (29), que I'on écrit pour y = (z,0) :

1 =]\ 4o1.0 _ 41 (1 —7'[s]
<o 1 )A o =4 o 1) e

[en]

5 NI P N ) 1 —Fi[S] -1,,0 —-1,,0 0
c’est-a-dire, d’aprés l'exemple 1.8, <0 1 >A Uiy 0) = A Uiy 5)- Sachant que U0 ()0, (2)) =

~1,0 : 0 — A4-1,0
A Uy ) ON obtient U9 (2),60, () 45) = A Uiy o)
3.0n a Augg(%s) = u?m’s), donc par la propriété 2, r%(z,s) = (r(z), s (z) + s).

~ 0 _ -1,0 _ p-1,0 At
4. Soit B € I(1). On a U0 (2).6 (@) — (AB) Uiy o) = B U0, (2),, ()" Par la propriété 2,
1,0 _ .0
B0 ), (@) T U0y ory @), sory () + 5% )"

On en déduit que %5 = r% o, et s%5 = s% o r% + s%. Pour la matrice identité notée Id, on a
rra(z) = @ et srq(z) = 0. Ainsi, 79, = (1) et sG_, o 7Y = —5Y.

5. Supposons l'assertion 5 vérifiée pour deux éléments B et C de I(1). Par la propriété 4, s%.(z,s) =
s& ory(z,s) + s%(z, s). Or, la propriété 3 dit que r%(z, s) = (rg(z), sp(z) + s). Donc 'assertion 5 est
vérifiée pour le produit BC'. Par conséquent, il suffit de la démontrer pour les matrices élémentaires.
Soit E une matrice élémentaire. Nous avons vu au début de cette preuve qu’il existe un élément

op(x,0,s) qui dépend de s de fagon affine tel que :

1 —m'[s]\ 110 (1 =]\ o

(33) <0 1 > E a0 =L g 1 ) Uew0op@o.s):

— Supposons que F = TF,((T)). D’aprés l'exemple 1.9, le terme de droite de l'égalité (33) est
E*lu?x’s’%(z’o’s)), qui d’aprés la propriété 2, est égal a u?roE(%s)’s%(%sH(bE(x’O’s)). Etudions le
terme de gauche. Par définition, on a Eilu?x’o’o) = u?r%(xﬁo)’s%(%o)). Mais, d’aprés l'assertion 3,
% (2,0) = (r%(z), s%(x)). Par conséquent, et d’aprés Uexemple 1.9, le terme de gauche de I'égalité
est u(()r%(x%S+s%(x)7s%(x’0)). On en déduit que s%(z,s) = —¢g(z,0,s) + s%(z,0), ainsi, I'application

0

s — sp(z, s) est bien une application affine.
— Supposons que F' est l'extension non ramifi¢e de Q, de corps résiduel F,. D’aprés I'exemple
1.9, et puisque Q(s/?,0) = 0, le terme de droite de Dlégalité (33) est Eilu?wsqﬁE(:pOs))’

qui d’aprés la propriété 2, n’est autre que u? Etudions le terme de

r%(az,s),s%(:c,s)+¢E(a:,0,s))'
2 iy -1,,0 _ 0 : ) N ) :
gauche. Par deﬁmtolon, on a F Uz00) = U (200,50 (@,0)" Mais d’aprés l’assertion 3, on a

% (2,0) = (r%(z), s%(x)). Par conséquent, et d’aprés Uexemple 1.9, le terme de gauche de I'égalité
0 1

est U0 (@), 5050, (2), 5%, (2,0) + Q(s1/7 50, (2)1 /7)) On en déduit que

(34) si(z,8) = —¢p(2,0,s) + sh(2,0) + Q(s'/7, s (x)'/7)

ainsi, ’application s — s% (z, sP) est bien une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a p.

6.

~ Supposons que F = F,((T)) avec ¢ > 2. D’aprés la propriété 5, la fonction s — s9(z,s) est
polynomiale en s de degré inférieur ou égal a 1. La somme pour s parcourant F, de s%(w, s) est nulle
d’aprés la remarque 1.13.

— Supposons que F' est I'extension non ramifiée de Q, de corps résiduel F,, avec ¢ > p. Sommer les
s9(x, s) pour s parcourant F, revient 4 sommer les s (z, s?) pour s parcourant F,. La propriété 5
dit que l'application s — 394 (z, sP) est polynomiale de degré inférieur ou égal & p. Puisque ¢ —1 > p,
la somme pour s parcourant [, de sg(m, sP) est nulle d’apreés la remarque 1.13.
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— Supposons que F' = Qy,, p # 2. Supposons 'assertion 6 vérifiée pour deux éléments B et C de I(1).
On a alors, d’aprés les propriétés 3 et 4,

spo(@,s) = s¢(rp(z, s) + sp(, 5) = s (rp(x), sp() + 5) + sp(@, 5).

Sommant cette égalité pour s parcourant F,, on a
0 0 (,.0 0
ZSBC(x7 s) = ZSC<TB(=T)7 s) + ZSB(% s).
s€lfp s€lfp s€lfp
Puisqu’on a supposé I'assertion 6 vérifiée pour B et C, et en appliquant & nouveau la propriété 4,
0 0
ZSBC’($7S) = so(rp(2)) + sp(2) = spo(@),
self,
Donc le produit BC' vérifie 'assertion 6.
Ainsi, il suffit de démontrer la propriété 6 pour une matrice E élémentaire. Dans ce cas, on dispose
de l'égalité (34) qui s’écrit
(34) sU(z,s) = —pp(x,0,s) + su(x,0) + Q(s, s%(x)).
Puisque s — ¢p(x,0,s) est polynomiale de degré inférieur ou égal a 1 et que p — 1 > 1, la somme

pour s parcourant F,, de ¢ (z,0,s) est nulle d’aprés la remarque 1.13. De plus, la somme pour s
parcourant F,, de Q(s, s%(x)) est égale a s%(z). Ainsi,

ZSE x,s) ZQ 5,5%(z)) = s%(z).
seFy, sclFy

Sip =2 et E est une matrice élémentaire de type E*(3) ou E~(v) le début de la preuve du lemme
dit que ¢g(x,0,s) = 0 donc I'égalité précédente est toujours vérifiée.
Ul

5.1. Lemmes relatifs au cas Iwahori. —

Prewve du lemme 3.2. — On suppose que F = Q. Soient i € N, 4 > 1, A € I(1) et A € I(1)*

p = 2. On démontre le lemme pour € = 1. Le cas € = 0 s’en déduit en effectuant une translation par
w™ !, car XH_1 = szQ et 5}4 = SowflAw' On reprend le début de la preuve de la proposition 3.8 qui
K’H—Q

AXD, - X = Z sl (z)SQul.

donne I’égalité suivante dans C;

z€lF,
Puisque S? = —S, on en déduit
(35) S(AXH—l H—l =-S5 Z SA
z€lF},

— Sii=1, onadapres (21) Q(S + 1)ul = Q(S + 1)Qu, donc pour tout = € F,

S(AX] = X{) = =) sh(@)(QS + )Qu — QSu})

z€F,
= SQS Z sh(z)ul —SQS + 1) Z sk (z)Qu
z€Fp x€Fp

C’est la formule du lemme au rang 1.

— Supposons le lemme démontré pour i € N, i > 1. Pour z = (zg, ..., x;—1, ;) € IF;H, laréte ul est

adjacente a U%J»’Ov--wl’ifl)’ donc Qul = Q(S+1)Qu! e QSul. La relation (35) au rang i + 1 se
traduit alors par

S(AX}o = X}lo) = =S > sh(@)(QUS + 1)Qu(

0,y Ti—1)
zeFLt!
P

(zo,.-

—QSul)
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D’aprés le lemme 1.10-6, inele s (wo, .oy i1, ;) = sY (2, ..., 7i—1). Dot

S(AXL,  XL) = S0 Y shul -5 3 shlaul

zeFyt! z€F},
—-5SQS Z sk (2)Qul
z€l},
Ainsi en utilisant 1’égalité (35) au rang i,
S(AX}, — X},) = SQS Z sh(x)ul — S Z sl (x)ul
zeFyt! z€F},

+SQS(AXH—1 XH—I)

On remplace dans cette formule SQ.S (AX}_H — Xil_H) par sa valeur donnée par I'’hypothése de
récurrence et ’on obtient 1’égalité souhaitée au rang i + 1.
O

5.2. Lemmes relatifs au cas régulier. —

Preuve du lemme 2.13. — Pour tout i € {1,...,p— 1}, on a

(36) 'U}Ci = Zkluk = Zk)zuk

kEF} keF,

Soit i € {1,...,p — 1}. D’aprés 'exemple 1.8, 'action de A transforme l'aréte uy en laréte ug_1. Ainsi,

Ao’ng — ng = Z ((k + ) k?])
keF,
j—1
= U0+Z Z()kzz uk:—uo—{—Zuk—l—Z Z()
keF;, i= keF;, keF: i=1
(37) = up+w + Z_: (JZ) wei d’aprés 1'égalité (36).
i=1

e Supposons maintenant que ¢ € J, c’est-a-dire j € {a +1,...,p — 1}. Alors

Aowcj—ng = uo+w1+z<>w<z+ Z ()wcl,

i=a+1

ol la deuxiéme somme est vide si j = a + 1.
Grace au lemme 5 [oc. cit, nous remplagons, dans la premiére somme, ’élément ug+wq par 17 (u), 1'élé-
ment wee par —u+(P1(1)) 171 (w1), et pouri € {1,...,a—1}, Pélément wei par q’l(ciia)ilTl(wci—a),
sachant que les valeurs de ®; qui apparaissent ne s’annulent pas. Ces valeurs sont du reste reliées
aux coefficients du polynome (1 — X)?, et 'on a, pour tout i € {1,...,a}, ®1(¢"7%) = —(—1)27¢ (“)

(2
Ainsi,

Agwgy —we = Ti(@) — (}) u- i(_l)a_i () () i) + ]i (9) wer
i1 i=a+1

On a montré, pour j € {a+1,...,p — 1}, que Agw;; — w; est une combinaison linéaire a coefficients
non nuls de

u, T1(w), Weatty oy Wej—1, Tl(ﬁ)cpfa),...,Tl(lDCpfl).
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e Supposons maintenant que (7 € IF;—(C_“J), c’est-a-dire j € {p—a,...,p—1}. Le calcul de Agw¢; —10;
débute comme celui de Agwe; — we; et 'on peut reprendre I'égalité (37) en passant aux éléments
Opposeés :

1

Agings — i = o+ + Y (1)
1
-

.

%

P 1
= ug+ wi + Z
=1

(Z) wei + ji: (3) Wi

i=p—a

ou la deuxiéme somme est vide si j = p — a.

Grace au lemme 5 loc.cit, nous remplagons, dans la premiére somme ’élément g + w; par Ta(u) ,
Pélément wep-1-a par —(—1)% + (®2(¢™*)) ' To(w1) , et pour tout i € {1,...,p —a — 2}, I'élément
Wei par <I>2(Ci)71T2(w<¢+a), sachant que les valeurs de ®o qui apparaissent ne s’annulent pas, et
sont reli¢es aux les ceefficients du polynome (1 — X)P~17% : on a, pour tout i € {1,...p — 1 — a},

By(CF) = —(—1) (pj‘“). Ainsi,

P J
Agtg — g = To(u) = (=1)° (p_i_a) i— ) (-1 <Jz> (pﬁ*a)T?(wcm) + 2 @ Wes-
=1 i=p—a
On a montré, pour j € {p —a,...,p — 1}, que Ao — We; est une combinaison linéaire a ceefficients
non nuls de
Tg(u), ﬂ, pr7a7 veey @Cj—l, Tg(w4a+1), veey Tl(w<p71).
O

Preuve du lemme 2.14. — L’action de Ag sur E se calcule grace au lemme 2.13. Etudions les coordon-
nées de AE — E dans la décomposition :

Moy, CH = PMeg, w. ® P Moy iy ® Moy, CLV.
seJ s'eFs—(¢aJ)

a) Soit j € {a +2,...,p — 1}. D’aprés le lemme 2.13, pour tout s € Fy — ((*J), la contribution de
Mg ® (Agy — Wy) & la composante de AU — U selon M ®p, wei-1 appartient & MTy @ wej-1.
Ainsi, toujours d’aprés le lemme 2.13, la composante de AgE — E selon M ®p,, wei—1 est égale a la
somme d’un élément de MT5 ® w¢;-1 et d’une combinaison linéaire a ceefficients non nuls de

me; ® Wej=1y eeey Myp—2 &® Wej—1, Mep-1 ® Wej—1-

Si E est invariant modulo M ®m, Ci(l) sous l'action de Ay, cette composante est nulle. En la
considérant successivement pour j =p — 1, p — 2,... et enfin a + 2, on obtient

Mep—1, Mep—2, ... et enfin mear2 appartiennent a MT5.

b) De méme, on observe les composantes de AgFE — E selon M ® H, Wei—1 pour j décroissant de p —1

)

a p—a+ 1. En supposant que E est invariant modulo M ®p, Ci(l sous l'action de A, on obtient
successivement

Mep=1, Mep=2, ...y Mep-a+1 appartiennent a MTy.

c) Soit j € {a+2,...,p— 1}. Grace a b), au lemme 2.13 et puisque 7775 = 0, il apparait alors que,
pour tout s’ € F, —(¢7%J), s’ # (P~ le terme my ® (Awyg — Wy ) apporte une contribulion nulle &
la composante de AgE — E selon M ®p, wej—1. Pour s’ = (P~ cette contribution est égale a, un
scalaire multiplicatif non nul, prés a mep—oT2 @ we;-1. Par conséquent, reprendre le raisonnement de
a) donne désormais un résultat plus précis :

Mep—1, Mep=2, ..., €6 Meat2 sONt proportionnels & mp—aTh.
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d) De la méme fagon, le point a) permet d’affiner le résultat de b) :

Mep—1, Mep=2, <oy €6 Mep—at1 sont proportionnels a mea+1717.

e) En tenant compte du résultat de a) et de b) et puisque 777> = 0, le lemme 2.13 dit que la composante
de AgE — E selon M ® wep-1 est égale, a un scalaire multiplicatif non nul pres & mep—aTo @ wep-1, et
sa composante selon M ® wep-1 est égale, a un scalaire multiplicatif non nul pres & mea+1T) @ Wep-1.

Supposant que E est invariant modulo M ®pg, Ci(l)

nulles. On en déduit que

sous 'action de Ag, ces deux composantes sont

mca+1T1 = 0, mcp—aTQ = O

PUiS, qUe Miep—1, Mep=2, ooy Meat2 €6 Mep—1, Mep-2, ..oy Mep—a+1 sont nuls, grace aux résultats de c) et
d).

O

Preuve du lemme 4.2. — On suppose que F' = Q. Soit ¢ > 1. On démontre le lemme pour € = 0.

Le cas € = 1 s’en déduit aisément car on note que wZ = Z i1 wYO Y1 11 et que l'on a l'égalité

matricielle wAil_lw_l = A?_l. Par définition, Z? = ZIF w? (z.c1+a) D’aprés le lemme 5 de [4], on a

e 7
Ty(Z?) = ®4(¢) Fz ) sﬁ(()x’s) ot ®3(¢) # 0. D’aprés la remarque 2.12, on peut appliquer les résultats
xre ;,,86 P

du lemme 1.10 pour étudier Paction de A := AY | sur T»(Z?) et I'on reprend les calculs de la preuve
de la proposition 4.7 pour obtenir

A) \To(Z)) = To(Z) = 2(¢) Z s () To ().
z€l},
La condition (iv) du théoréme 3 loc.cit est vérifiée puisque F = Q, : on a la suite exacte de F,[G]-

modules
0 —T1C, — C, 2>TQCX — 0.

On en déduit que, modulo I'image T7C, de 17, on a I'égalité suivante :

AZO - 720 =05(0)Y (@)@l = 22(¢) Y. Az )il .

z€F}, zeFL Lsel,
D’aprés exemple 1.12, on a s9 (x, s) = Q(1, s). Ainsi, s (z, s) s’écrit s9(z, s) = i: qxs”, on chacun
des qi € Fp est non nul. Donc,
p—1 p—1p-—1
0 0 k~0
VIR YO S 3 ST TD 3l 9) YT IS

meﬂi‘é_l seFy k=1 ze]pl 1j=1k=1

On reconnait alors la transformée de Fourier Z’-’;l kN(x Gy = ? k) donc
AZD 20 = B(Q) Y Ybguid,

xer 1

ol les g sont tous non nuls. On rappelle que F, — (¢7*J) = {¢?7¢, .y (P71} Pour k appartenant a
{1,...,p — a — 1}, on remplace, avec le lemme 9 loc.cit

m?x,gp—l—a) par _(_1)aug+®2<< ) 1T2( Wy cr- 1)) (_1)au2_( 1)aT2( Wiy cr- 1))

ﬁ}?zv(k) par (I)Z(gk) ITQ( (a;CkJra))

On a alors le résultat annoncé.
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